Ramowy program laboratorium z metod numerycznych.

Skrocone instrukcje do ¢wiczen laboratoryjnych.

Termin | Nr Tematyka

1 Wprowadzenie, zasady zaliczenia, regulamin, BHP itp.

2 Cw. 1 | Bledy. Liczby zmiennoprzecinkowe IEEE 754. Epsilon maszynowy

3 Cw.2 | Rozwiazywanie uktadu réwnan liniowych metoda eliminacji Gaussa

4 Cw.3 | Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych metoda Gaussa-Seidla

5 Cw. 4 | Rozwigzywanie réownan nieliniowych metoda iteracji prostej. Metoda
wielokrokowa z korekcja Aitkena.

6 Cw.5 | Rozwigzywanie réownan nieliniowych metoda Newtona i metoda
siecznych

7 Cw. 6 | Rozwiazywanie ukltadow rownan nieliniowych metoda Newtona-
Raphsona

8 Cw. 7 | Interpolacja funkcji dyskretnej

9 Cw. 8 | Aproksymacja funkcji metoda najmniejszych kwadratow I

10 Cw.9 | Aproksymacja  funkcji ~metoda  najmniejszych  kwadratow  z
wykorzystaniem rozkladu macierzy wedtug warto$ci szczegodlnych (SVD)

11 Cw. 10 | Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow II do wygtadzania oraz
estymacji parametrow sygnatéw wejsciowych

12 Cw. 11 | Algorytmy calkowania numerycznego

13 Cw. 12 | Rozwiazywanie réwnan rozniczkowych — metoda prostokatéow i metoda
trapezoéw

14 Cw. 13 | Rozwiazywanie réwnan rézniczkowych — metoda Runge-Kutty IV rzedu

15 Zaliczenie. Termin rezerwowy

Wroctaw, 22.02.2016 r.




Cwiczenie 1.
Bledy. Liczby zmiennoprzecinkowe IEEE 754. Epsilon maszynowy.

Program ¢wiczenia:

Bledy zaokraglen:
1. Sprawdzi¢ wynik dziatan:
a = >5;
b = 3;
c = 4;
d=a /b 2272
e =a/ c 2727

Dla zmiennych zadeklarowanych jako liczby zmiennoprzecinkowe wszystko wydaje si¢ by¢
ok. Jak si¢ zmienig wartosci d i e jesli zmienne a, b 1 c zostana zadeklarowane jako typu

catkowitego ze znakiem?
a=intlo (5);
b=int16 (3) ;
c=1intl6 (4);

Sprawdzi¢ wynik dziatania polegajacym na 10000-krotnym dodawaniu do pewnej liczby, np.
zera, wartosci a = 1/3;.Dodawanie nalezy wykona¢ w petli (np. typu FOR).

Nalezy sprawdzi¢ wynik dodawania w przypadku gdy zmienna a jest:

a) typu double (typ podwdjnej precyzji domys$lnie uzywany przez MATLABa, gdzie
warto$¢ przechowywanej liczby jest kodowana zgodnie ze standardem IEEE 754 z
wykorzystaniem 64 bitow; liczby rzeczywiste zmiennoprzecinkowe)

b) typu single (typ pojedynczej precyzji, odpowiednik typu float znanego w jezyku C, gdzie
warto$¢ przechowywanej liczby zgodnie ze standardem IEEE 754 jest kodowana z
wykorzystaniem 32 bitow; liczby rzeczywiste zmiennoprzecinkowe)

Aby zadeklarowa¢ taka zmienng w MATLABIe nalezy uzy¢ funkcji single:

a=single (1/3);

Ponadto sprawdzi¢ wynik dziatania: suma = a *10000;

Nastegpnie pordwnac uzyskane wyniki z warto$cia spodziewana sumy. Na ktorym miejscu po
przecinku znajduje si¢ btad. Skad si¢ wzigly réznice? Co si¢ bedzie dziato z biedem gdy
liczbg iteracji zwigkszymy z 10000 na 100000?

Aby zwigkszy¢ liczbg wyswietlanych na ekranie miejsc wyniku mozna uzy¢ komendy:
format long lub format long g.

Sprawdzi¢ wynik dziatania wynik = 10* (1.1-1)-1. Dzialanie wykona¢ z
wykorzystaniem MATLABa oraz aplikacji kalkulatora wbudowanego w system operacyjny
Windows, oraz najprostszy kalkulator sprzgtowy? Ktory z tych , kalkulatorow” jest lepszy?
(pamigtajmy przy tym o kosztach uzytych narzedzi: Matlab to koszt ok. 100tys zt, Windows
ok. 400z1, najprostszy kalkulator ok. 4zt).

Sprawdzi¢ wynik operacji: 1 - 3* (4/3-1) = ?

4. Porownaé ze soba warto$ci ponizszych wyrazen (zachowac posta¢ wyrazen):



5. Sprawdzi¢ warto$¢ statej m, oraz warto$¢ funkeji sin(m):
pi
wynik = sin (pi)

Czy wynik jest rowny 0? Jaki jest btad?

6. Sprawdzi¢ wynik dziatania:
sgrt(le-16 + 1) -1 = ?

7. Czy 0,1 to prosta do zapamigtania przez komputer liczba rzeczywista? Sprawdzi¢ wynik
dzialania programu:

a = 0.0;
for i = 1:10
a=a+ 0.1;
end
if (a==1) disp ('wynik poprawny a=1’); else disp ('a jest rbzne
od 1, czyli 0.1 to bardzo niewygodna dla komputera liczba!!!!’); end;

8. lle to jest rowne?
Zmiennej a przypisa¢ warto§¢ 32767 a nastgpnie doda¢ do niej 1, tj. wynik = a + 1.Jaki
jest wynik? (zmienna a nalezy zadeklarowac jako catkowita, tj. a=int16(32767).)
Zmiennej a przypisa¢ warto$¢ -32767 a nastgpnie odjac od niej -10, tj. wynik = a - 10.
Jaki jest wynik? (zmienna a nalezy zadeklarowac jako catkowita, tj. a=int16 (-32767).)

Sprawdzi¢ warto$ci nastgpujacych wyrazen:

intmin('int8") intmax ('int8")
intmin('intlo") intmax ('intle6"')
intmin('int32"'") intmax ('int32"'")
intmin('inte64d"') intmax ('into4d"')
intmin ('uint8"') intmax ('uint8"')
intmin('uintlo'") intmax ('uintloe")
intmin('uint32"'") intmax ('uint32"'")
intmin ('uinte64d") intmax ('uinte64d"')
help intmin

help intmax

realmin ('single') realmax ('single')
realmin ('double') realmax ('double')

help realmin
help realmax



Dokladnos$é obliczen:
9. Sprawdzi¢ wynik dzialania:
(2753 + 1) — 2753 =2

10. Narysowa¢ wykres funkcji 1 (x) = x* — 4x’ + 6x° — 4x + 1 wprzedziale x
<0.9996, 1.0004> inatej podstawie wyznaczy¢ jej miejsca zerowe. Skonfrontowac
uzyskane wyniki z dzialaniem polecenia roots.

Przeprowadzi¢ raz jeszcze rozwazania jak wyzej ale tym razem dla funkcji:
fo(x) = (x - 1)°

Poréwnac i przedyskutowaé ze soba funkcje £, (x) 1 £, (x) oraz osiagnigte dla nich wyniki.

Epsilon maszynowy:

Epsilon maszynowy jest wartoscia okreslajaca precyzj¢ obliczen numerycznych wykonywanych
na liczbach zmiennoprzecinkowych.

Czgsto jest definiowana jako najmniejsza liczba nieujemna, ktorej dodanie do jednos$ci daje
wynik nierowny 1. Innymi stowy, jest to najmniejszy ¢, dla ktorego nastepujacy warunek jest
uznawany za niespelniony (przyjmuje wartos¢ fafsz): 1 + ¢ = 1. Taka definicja, cho¢ powszechnie
przyjeta jest jednak prawdziwa tylko dla liczby 1. 0, gdyz dla liczb wigkszych wartos¢ epsilona
jest zwykle wigksza, a dla mniejszych odpowiednio rowniez si¢ zmniejsza.

Im mniejsza warto$¢ epsilona maszynowego, tym wigksza jest wzglgdna precyzja obliczen.
Wartosci tej jednak nie nalezy myli¢ ze (zwykle duzo nizsza) najmniejsza liczba uznawana przez
maszyng za r6zna od zera.

Epsilon maszynowy jest zalezny od implementacji. Precyzja obliczen jest ograniczona od strony
sprzetowej przez rozmiar rejestrow, na ktorych sa wykonywane obliczenia, a od strony
programowej przez typ danych uzyty do reprezentowania liczb zmiennoprzecinkowych.

Epislon wyznaczony dla danej liczby mozna rowniez traktowac jako miarg odleglosci od tej
liczby do najblizszej innej liczby, ktdra jest w doktadny sposob reprezentowac w danej jest
réwniez

11. Zadanie:
Napisa¢ program stuzacy do wyznaczania wartosci epsilona maszynowego dla liczb
zmiennoprzecinkowych pojedynczej i podwdjnej precyzji (single i double).

W tym celu mozna skorzysta¢ z nast¢pujacego algorytmu:
1. przyja¢ poczatkowa warto$¢ € = a, gdzie: a-liczba dla ktdrej chcemy wyznaczy¢ wartos¢
epsilona.
2. sprawdzi¢ czy spetniony jest warunek: a +e=a
3. jesli warunek jest spetniony tzn. ze znaleziono warto$¢ epsilona. Jesli warunek nie jest
spetniony to podziel epsilon przez 2 (¢ = €/ 2) i wré¢ do punku 2.

Poréwna¢ ze soba wyniki uzyskane dla liczb: 1, 10, 107, 1, 10°, 10" reprezentowanych jako
liczby zmiennoprzecinkowe pojedynczej i podwdjnej precyzji.

Korzystajac z MATLABa i1 funkcji eps, wyznaczy¢ wartosci epsilona maszynowego dla liczb i
typow jak wyzej i porownac je z wynikami uzyskanymi samodzielnie.



Cwiczenie 2.
Metoda eliminacji Gaussa rozwigzywania ukladu réwnan liniowych

Zadanie:

a)

b)

Korzystajac z procedury GAUSS.M napisa¢ program do rozwiazywania uktadow roéwnan
liniowych.
Wskazowka: napisa¢ wlasny program, w ktorym bedzie odwotanie do procedury GAUSS:

x=gauss(A,b);

gdzie: A - macierz rbwnania (nxn), b - wektor prawej strony (nx1), x- wektor rozwigzania
(nx1).

Zastosowac t¢ procedurg do rozwiazania uktadu rownan Ax =b podanego przez
prowadzacego.

Korzystajac z trojkatnej macierzy uzyskanej po pierwszym etapie procedury eliminacji
Gaussa opracowac procedure do obliczania wyznacznika macierzy. Zastosowac t¢ procedure
do obliczenia wyznacznika macierzy A (skorzysta¢ z przyktadowego programu

EL GAUSA.M).

Korzystajac z n rozwiazan rOwnania algebraicznego z macierza (nxn) opracowac program do
odwracania macierzy kwadratowej dowolnego stopnia. W kolejnych i = 1,..n rozwiazaniach
przyja¢ w charakterze wektora prawej strony wektor zerowy z jedna tylko jedynka lezaca na
pozycji i:

o .. 10 .. 0]

I ... @i i+l ... n

b, =

1

Zastosowac t¢ procedurg¢ do macierzy A ; wynik poroéwna¢ z rezultatem uzyskanym na
podstawie procedury MATLABa inv( A).



Cwiczenie 3.
Metoda Gaussa-Seidla iteracyjnego rozwiazywania ukladéw réwnan liniowych

Rozpatrywany jest nastgpujacy uktad rownan

agx, + apx, + apx;+ -+ a,x

n

AyX| T ApX, + dAypX; + o+ a, X, =

n

b (1)

a, X, + a,x,+ a x;+ -+ a, x =

Metoda Gaussa-Seidla iteracyjnego rozwiazywania ukladu rownan (1) przybiera forme
nastepujacego algorytmu.
1. Uporzadkowaé wyjsciowy uktad n rownan tak, aby w macierzy wspolczynnikow A

najwigksze co do modutu elementy znalazty si¢ na przekatnej, co jest okreslone
nastepujacym warunkiem

|ail.|>‘alj‘#j ,i=1L2,...,n, j=1,2,...n

2. Przyja¢ warunki poczatkowe

o=t o - 2

3. Powtarza¢ proces iteracyjny

_ k k k
xX,= 0 —apxy/ay—  apxy/a,— - a,x,/a,+ bla,
k+1 _ k+1 k k
X, = —ayx; lap—  apxylap— - a,,x,/a,+ b,/a,
(2)
k+1 _ k+1 k+1 k+1
xn - _anl'xl /ann - an2x2 /ann - T an,nflxnfl /ann + bn /ann
co moze by¢ zapisane w nastgpujacej ogdlnej postaci
b i-la. n d.
k+1 _ Y o k+l ij _k
A L e 3)

: J =
a.. j=1 aii _/=l+1 aii

12

dla kolejnych krokow iteracji k=1,2,--- az spelniony zostanie warunek

k+1
X -

1

max

i=1,2,...n

xi"‘<g

gdzie ¢ - zalozona doktadnos$¢ obliczen.

Zadanie:

Stosujac t¢ metode rozwiazac uktad réwnan podany przez prowadzacego.

Uwaga: napisa¢ program, ktdry automatycznie porzadkuje macierz wspdtczynnikow (krok 1)
oraz okresla rozwiazanie (krok 3) dla og6lnego przypadku dowolnego zadania.



Cwiczenie 4.
Metoda prostej iteracji rozwigzywania réownan nieliniowych z korekcja Aitkena.

Rozpatrzmy réwnanie nieliniowe o postaci
f(x)=0 (1)

Metoda prostej iteracji poszukiwania wartosci x, dla ktorej spetnione jest rownanie (1) polega
na przeksztalceniu go do postaci

x=g(x) )
dla ktérej mozna sformutowac nastepujaca regule iteracyjna
X =g(xh) 3)

z warunkami poczatkowymi: x° = x,.

Algorytm (3) prowadzi do rozwiazania, gdy proces iteracyjny jest zbiezny. Zbiezno$¢ jest
zapewniona, gdy spetniony jest nastepujacy warunek. Dla dowolnie wybranej zmiennej &
zachodzi nieréwno$¢

()~ g(&)| < K|x ~ ¢ 4)

gdzie K <1.

Warunek ten daleko nie zawsze jest spetniony, co dyskwalifikuje cala metode, jako sposob
znajdowania miejsc zerowych funkcji (1). Aby rozszerzy¢ obszar zbieznos$ci 1 przyspieszy¢
zbiezno$¢ procesu iteracyjnego mozna stosowac jego korekcje wedtug metody Aitkena. Korekcja
jest dokonywana na podstawie trzech kolejnych wartosci x(k), x(k+1), x(k +2) przyblizenia,

uzyskanych wedlug metody prostej iteracji wedlug nastepujacej reguty

k+1 k P
K+l k (x —X )
x " =x"- (5)
2 1
P xk+ _ 2xk+ + xk

Wiynik tej korekcji przyjmuje sie w charakterze kolejnego przyblizenia rozwiazania: x*' = x’;” ,

po czym nastepuja zno6w dwa kroki procedury (3) do kolejnej korekcji (5). W ten sposéb
uzyskuje si¢ algorytm o nastgpujacej postaci.

4. Przyja¢ warunki poczatkowe

x’=x,, k=0 - numer kroku iteracji
5. Wykona¢ dwa kroki prostej iteracji
v =g(x")
2" =g(y")
6. Skorygowac wynik:
2
. (yk _xk)

k k k
zr=2y" +x
5= F A

4.Jesli abs(A')>eps, k=k+1,przejdzdo2

Zadanie:

Stosujac t¢ metode znalez¢ miejsca zerowe funkcji podanej przez prowadzacego.
Przedstawi¢ graficznie przebieg funkcji w poblizu rozwiazania (rozwiazan).



Cwiczenie 5.
Rozwigzywanie rownan nieliniowych metoda Newtona i metodg siecznych

Zadanie:

Znalez¢ wszystkie miejsca zerowe funkcji jak w zadaniu 4. (metoda iteracji prostej iteracji z
korekcja Aitkena) na podstawie:

- algorytmu Newtona,

- metody siecznych.

Przedstawi¢ graficznie przebieg funkcji w poblizu rozwiazania (rozwiazan).

Przeprowadzi¢ analiz¢ porownawcza wszystkich (tzn. 4) metod badanych w zad. 3, 4 1 5 pod
katem:

- poprawnosci znajdowania rozwiazan,

- wptywu warunkéw poczatkowych na wynik rozwiazania,

- naktadow obliczeniowych (czas obliczen — ilo$¢ iteracji),

- wptywu przyjetych réznych wartosci parametru eps, na ww.

- inne.
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Cwiczenie 6.
Metoda Newtona-Raphsona rozwigzywania ukladow réwnan

Zadanie:

Stosujac metodg¢ Newtona-Raphsona wyznaczy¢ rozwiazanie podanego przez prowadzacego
uktadu rownan nieliniowych.

Wynik zilustrowac¢ graficznie.

Przeanalizowa¢ wplyw warunkoéw poczatkowych na wynik rozwiazania.
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Cwiczenie 7.
Interpolacja funkcji dyskretnej

Interpolacja polega na przedstawieniu funkcji w postaci ciaglej, gdy znana jest ona w postaci
dyskretnej. Jest to zatem zdanie odwrotne do dyskretyzacji lub probkowania wielkosci ciagle;j.

Zalozmy, ze dla danego zbioru zmiennych niezaleznych z przedziatu <a;b>: x,x,,.., x,,, zZnane sa

n+l
przyporzadkowane im wartosci funkcji:  y,,»,,...»,, . Zadaniem interpolacji jest wyznaczenie
przyblizonych wartosci funkcji dla warto$ci zmiennych niezaleznych z przedzialu <a;b>, lecz nie
bedacych punktami ze zbioru x,,x,,...,x,,, (punkty te tworza tzw. wegzty interpolacji).

Typowymi przykladami zastosowania interpolacji jest obliczanie catek oraz pochodnych funkcji
dyskretnych w czasie lub okreslenie wartosci funkcji danej w postaci tabelaryczne;.

W charakterze funkcji interpolacyjnej najczesciej jest stosowany wielomian. Zatdézmy, ze dana jest
funkcja f(x) w postaci tablicy, w ktorej punktom x,,x,,..,x,, zwanym wezltami interpolacji

przyporzadkowane sa wartosci f'(x,), f(x,),.... f(x,) . Zaklada sig, ze x; # x; dla i # j . Oznaczmy i—ta

réznice
by = X0 =X (1)
WyraZenia Ai — f(xi+1 )h_ f(xi) — f(‘xi+l)_f(xi) (2)
i Xigt =%

nazywa sig¢ ilorazami réznicowymi pierwszego rzedu. Odpowiednio takze:
AD = A=A _ (i =2 ) Cen) = f Oa)) = (n =X N () = £ (1) 3)

l hiy +h; (EARE SN CAEES e xi)

AR _AD AR _A® . _
AP =il i il T - iloraz trzeciego rzedu 4)
Biy +hiy +hy Xy -
AU-D _ AG=D
iogolnie: AV ==L~ dla k=12,..,n—-1,i=12,.,n—k (5)
Xip —X

i+k i

Wielomian interpolacyjny Newtona ma nast¢pujaca postac:
P(x)=f(x)+ A, (x=x, )+ AP (x —x, Jor =2 )+ oo+ AP (=, N =25 ) = x, ) (6)
Mozna sprawdzi¢, ze: P(x;)= f(x;) dlai=12,...,n.
Algorytm interpolacyjny Newtona sprowadza si¢ zatem do obliczenia ilorazéw réznicowych oraz
okreslenia wartosci wielomianu dla konkretnej warto$ci zmiennej x . Wazne znaczenie ma przypadek,

gdy wszystkie punkty state (wezty) sa jednakowo od siebie oddalone. Wowczas mamy:
h=h; =x,,, —x, =const oraz

A = f(le)_f(xi)’ A Ay — A, _ S(xi0)=2f(x;)+ f(x;) ’

' h ' 2h 2n*
A6 _ AGD
AP ==l 1 dlak=12,.,n-1,i=12,.,n—k
kh
dzigki czemu upraszcza si¢ reprezentacja funkcji interpolujacej (6), gdyz:
Xy =x,+h, x, =x,+(k=Dh, k=12,..,n (7)

Wprowadzajac nowa zmienna: g = x — x;,

azatem: g—h=x—-x,=x—-x,—h,q—-(n-2)h=x-x, ,=x—x,—(n-2)h

otrzymamy z (6)

P(q)= f(x))+qA, +q(g = MAY + ...+ q(g = h)..{q — (n = 2)h)AT™ ®)

Przyklad. Okreslic ogélna posta¢ wielomianu interpolacyjnego Newtona dla funkcji dyskretnej
reprezentowanej przez trzy kolejne rownooddalone punkty.

W tym przypadku wielomian interpolacyjny (8) jest ograniczony do trzech wyrazow:
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P(q)=f(x;)+qA, +q(q— h)A(lz) , 0 po podstawieniu odpowiednich warto$ci przyjmuje nastgpujaca
forme (¢ jest odlegtoscia od poczatku przedziahu):

P~ e g LT gy S )=2 )¢ )

Podstawiajac d =¢g/h (d jest w ten sposdb wzgledna odlegtoscia od poczatku przedziatu) otrzymamy:
-2
P = f)+d(fx)— f )+ d(ad - LI =2 L) 2 T )
Po uporzadkowaniu otrzymamy:
1
P(d) =5 (2F () = dBS () =41 () + £ (5) 47 ( (1) =2/ (52) + £ ()

W ten sposob, na przykitad, wartos¢ funkcji w srodku drugiego (d =1,5) odcinka mozna oszacowaé

(q—"h)

nastepujaco:

P(L5) = %[mm =26 =4S () + F )+ () =2 () + ))j =30+ 670~ ()

Funkcje interpolujaca mozna wykorzysta¢ do okreslenia algorytmu numerycznego rézniczkowania.
Odpowiednia formute uzyskuje si¢ przez rézniczkowanie funkcji interpolujace;j:

D(x) = %P(x)

Na przyktad, dla aproksymacji 3-punktowej (jak w Przyktadzie) otrzymamy:

P-(Q)Z%P(Q)Z%(f(xz)_f(xl)_f(xs)—zf;xmf(xl) +2qf(x3)—2f2(hxz)+f(x1))

lub P'(d) = — [ (3£ (e) =47 (xa) + £(x3))+ 2d (£ (x) =2 (x2) + £ (x)].

2h
3f(x3)=4f(x,)+ f(x))

Dla r6zniczkowania na koncu przedziatu (d =2 ) otrzymamy: D(2) = .

2h
NACSYRACY)
2h

Podobnie, w $rodku przedzialu: D(1) =

Zadanie:

Pomiar wielkosci y(k) odbywa sig ze statym okresem probkowania 7. Wynik pomiaru jest umieszczony
w ponizszej Tablicy.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y(k)

Stosujac 3-punktowa interpolacje okresli¢ wartosci tej funkcji oraz jej pochodnej z m-krotnie wigksza
czestotliwoscia probkowania (z okresem T77).

11



Cwiczenie 8.
Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow I

Zadanie:

Obserwowany proces jest okreslony nastgpujaca funkcja:

f(t) = Asin(wt + @) + O(t) (1)
gdzie: w, ¢, A, model zakldcen: 5(¢) podaje prowadzacy.

Pomiar sygnatu f(#) odbywa si¢ metoda cyfrowa z czgstotliwoscia probkowania f .

Pomiar jest aproksymowany za pomoca dwdch modeli: wielomianowego i trygonometrycznego
(doktadna posta¢ modeli ustala prowadzacy). Okresli¢ wspotczynniki obu modeli na podstawie
pomiaru sygnatu w pierwszym okresie sktadowej podstawowej. Narysowac przebiegi sygnatu
oryginalnego i obu aproksymacji.
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Cwiczenie 9.
Metoda Najmniejszych Kwadratéow z wykorzystaniem rozkladu macierzy wedlug wartosci
szczegllnych — SVD

Dowolna macierz A (m x n ) moze by¢ przedstawiona w nastepujacej postaci:
A=UWV’ (1)
gdzie:

U - macierz (m x m ), ktérej kolumny spetniaja nastepujaca zaleznos¢:

m
Zuikuij =1, 1<k<n, 15j<n, to znaczy, sa wzajemnie ortogonalne;
i=1

X 0
W= { 0} - macierz (m x n ) wartosci szczegdlnych, przy czym:

0_2 . %
,0,20,2-20,20, r<n —rzad macierzy A ; 2)

o

I%

\% - macierz kwadratowa (n x n ), ktorej kolumny spetniaja nastepujaca zaleznos¢:

n
Zvikvl.j =1, 1<k<n, 1<)<n, a wigc sa rOwniez wzajemnie ortogonalne.
i=1
Z powyzszego opisu wynika, ze:

v'u=v'v=vv’ =1 (3)

Kolumny macierzy U sa wektorami wlasnymi macierzy kwadratowej AA’, natomiast

kolumny macierzy V sa wektorami wlasnymi macierzy A’ A . Warto$ci szczegodlne rozktadu (1)
—a wigc elementy diagonalne macierzy X - sa natomiast pierwiastkami kwadratowymi wartosci
whasnych macierzy AA” lub ATA . Zaleznosé (1) jest nazywana rozktadem macierzy A wedtug
wartosci szczegolnych (ang. SVD — Singular Value Decomposition). Wynika stad sposob
obliczania macierzy rozktadu (1).

Wektor whasny x macierzy H spetnia nast¢pujace rOwnanie:

Hx = Ax 4)

przy czym A jest warto$cia wlasna macierzy H. W takim przypadku mowi sig, ze wektor x jest
skojarzony w warto$cia wtasna A.

W celu okre$lenia warto$ci wlasnych A oraz odpowiadajacych im wektoréw wlasnych x
nalezy rozwiaza¢ rdwnanie (4), co jest rOwnowazne nastgpujacej zaleznosci:

(H-21)x =0 (5)
Jednoznaczne rozwiazanie (5) uzyskuje si¢ wowczas, gdy spetniony jest warunek:
hy =4 hyy h,,
h hy—A - h
det(H-A1)=| 7' 7% To|=0 (6)
hml hmZ hwmm - ﬂ’

" Rzad macierzy r jest najwicksza liczba niezaleznych wierszy (lub kolumn) macierzy.

13



Rozwigzanie roéwnania (6) jest rOwnowazne znalezieniu pierwiastkow wielomianu m-tego
stopnia wzgledem A. W ogdlnym przypadku jest zatem m wartosci wiasnych: A4,,4,,.4, .

Podstawiajac kolejno te wartosci wtasne do (5) otrzymuje si¢ m rownan:

hy, =4, hy, hy,, Xy
h-21 h22 . ﬂll h hz-m x-ZI :09 i:1’29"9m9
hml hmZ hmm - Z’i xmi
(7
po rozwiazaniu ktoérych uzyskuje si¢ m wektorow wilasnych : x, = [xh. Xy ot X, ]T ,
i=12,..m.

W rozpatrywanym przypadku macierz H = AA" (jesli obliczana jest macierz U) lub

H=A"A (jesli obliczana jest macierz V). Macierz ¥ (2) powstaje przez uporzadkowanie
pierwiastkéw z warto$ci wlasnych macierzy H. W standardowych programach do rozktadu
macierzy wedlug wartosci szczegolnych stosowane sa zazwyczaj inne, bardziej efektywne
algorytmy w stosunku do przedstawionego powyze;j.

Wiasciwosci rozktadu SVD:

A=UWV’' AT =vw'U" (8a)

ATA=VWU'UWV' = vyW WV’ AAT =UWW'U’ (8b)

A" = (AT A)_lAT = VWU’ - macierz pseudo-odwrotna (8c)

2—1
0

odwrotnosci odpowiednich elementéw diagonalnych macierzy X.
Ostatnig zalezno$¢ mozna bezposrednio wykorzysta¢ do rozwigzywania zadan MNK:

. _ 0 . : _ . .
gdzie W' =W* ={ } ; elementy diagonalne macierzy X' mozna obliczyé¢ jako
(nxm)

x=H'y = VW"U"y ©)
gdzie: y - wektor pomiardw, x - wektor poszukiwanych parametrow funkcji aproksymujace;.

Zastosowanie z uzyciem programu MATLAB:
[U,W,V]=svd(A);  rozklad macierzy A wedtug warto$ci szczeg6lnych,
[C,D]=eig(A*A'");  wartos$ci wlasne macierzy A*A'.

Zadanie:
1. Okresli¢ rozklad macierzy A (podaje prowadzacy) wedhug wartosci szczeg6lnych. Obliczy¢

wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy A" A oraz AA” . Poréwnaé oba wyniki.

2. Sprawdzi¢ zwiazek (8c):
(ATA)'AT = vwUT

3. Rozwiaza¢ problem MNK z Zadania 8 za pomoca metody SVD.
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Cwiczenie 10.
Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratow II

Zadanie:

Obserwowany proces jest okreslony nastgpujaca funkcja:

f(t) = A, sin(wt + @)+ A, sin(Qat + ¢, ) + A sin(Sawt + @5 ) + O (t) (1)
gdzie: w, @1, 41, @2, A2, @ s, Asoraz model zakldcen &(¢) podaje prowadzacy.

Korzystajac z metody najmniejszych kwadratow okresli¢ wspotczynniki filtrow ortogonalnych

do estymacji m-tej harmonicznej sygnatu. Filtry powinny realizowaé przetwarzanie zgodnie z
nastepujacymi zalezno$ciami:

X, (k)= p> h()f(k+i-N+1),
o @
X, (ky=p> h () f(k+i-N+1)

i=0

gdzie: h, (i), h (i) - wspoOlczynniki filtrow, N - liczba probek sygnatu w okresie sktadowej

podstawowe;.
Pomiar sygnatu f(#) odbywa si¢ metoda cyfrowa z czgstotliwoscia probkowania f .

Do okreslenia wspotczynnikéw filtru przyja¢ model sygnatu, ktéry podaje prowadzacy.

Dokona¢ przetwarzania sygnatu zgodnie z (2) i okresli¢ amplitudg wskazanej harmoniczne;.
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Cwiczenie 11.
Calkowanie funkcji

Zadanie:

Obliczy¢ wartos¢ catki dla podanej przez prowadzacego funkcji jednej zmiennej korzystajac z
metody:

- prostokatow,

- trapezow,

- Simpsona.

przy zadanej dtugo$ci kroku catkowania T.

Poréwnac otrzymane wyniki z wartos$cia uzyskana analitycznie.

16



4

Cwiczenie 12.
Rozwigzywanie rownan rézniczkowych — metoda prostokatow i metoda trapezow.

Zadanie:

Dla okreslonego przez prowadzacego rdwnania rézniczkowego, i okreslonych warunkéw
poczatkowych, przedstawi¢ graficznie rozwiazanie wedlug metody trapezow oraz niejawnej
metody Eulera. Przyja¢ krok catkowania rowny 4.
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Cwiczenie 13.
Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Zadanie:

Dla danego przez prowadzacego uktadu rownan rézniczkowych, z warunkami poczatkowymi,
stosujac metode Runge-Kutty 4-rzedu okresli¢ przebieg rozwiazania w przedziale ¢ = 0.. .2,
przyjmujac staly krok catkowania 4. Wynik przedstawi¢ graficznie.
Poréwnac rozwiazania dla r6znych wartosci 4.

Uwaga: opracowac program o nastepujacej strukturze:

dane

Obliczanie pochodnej

Gltéwna Procedura ~ <——» Procedura Runge-Kutty ~——» (prawej strony réwnania)

l wyniki
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Cwiczenie 14 (program rozszerzony).
Wykorzystanie rozkladu LU do rozwigzywania ukladu rownan liniowych

Zadanie:

1. Dokona¢ rozktadu LU macierzy wspdtczynnikéw A uktadu rownan liniowych Ax =b z
zadania 2 (metoda eliminacji Gaussa rozwiazywania uktadu rownan liniowych) na trojkatne
macierze L oraz U.

2. Znalez¢ wektor rozwiazania x w dwodch etapach, rozwiazujac kolejno nastgpujace réwnania:

Lz=Db
a nastepnie
Ux =1z,

pamigtajac, ze LUx = b, gdzie LU = A.

3. Wyznaczy¢ warto$¢ wyznacznika macierzy A na podstawie warto$ci wyznacznikow
macierzy L1 U.

4. Porownac uzyskane rezultaty z wynikami dziatania funkcji LU programu MATLAB
(przyktadowe uzycie: a) [L,U] = lu(A); b) [L,U,P] = lu(A); - z porzadkowaniem macierzy A i
macierza permutacji)

5. Porowna¢ uzyskane rezultaty z wynikami otrzymanymi w zadaniu 2.

19




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.6
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 0
  /ParseDSCComments false
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo true
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Remove
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
    /Algerian
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /BaskOldFace
    /Batang
    /Bauhaus93
    /BellMT
    /BellMTBold
    /BellMTItalic
    /BerlinSansFB-Bold
    /BerlinSansFBDemi-Bold
    /BerlinSansFB-Reg
    /BernardMT-Condensed
    /BodoniMTPosterCompressed
    /BookAntiqua
    /BookAntiqua-Bold
    /BookAntiqua-BoldItalic
    /BookAntiqua-Italic
    /BookmanOldStyle
    /BookmanOldStyle-Bold
    /BookmanOldStyle-BoldItalic
    /BookmanOldStyle-Italic
    /BookshelfSymbolSeven
    /BritannicBold
    /Broadway
    /BrushScriptMT
    /CalifornianFB-Bold
    /CalifornianFB-Italic
    /CalifornianFB-Reg
    /Centaur
    /Century
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CenturySchoolbook
    /CenturySchoolbook-Bold
    /CenturySchoolbook-BoldItalic
    /CenturySchoolbook-Italic
    /Chiller-Regular
    /ColonnaMT
    /ComicSansMS
    /ComicSansMS-Bold
    /CooperBlack
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /EstrangeloEdessa
    /FootlightMTLight
    /FreestyleScript-Regular
    /Garamond
    /Garamond-Bold
    /Garamond-Italic
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Haettenschweiler
    /HarlowSolid
    /Harrington
    /HighTowerText-Italic
    /HighTowerText-Reg
    /Impact
    /InformalRoman-Regular
    /Jokerman-Regular
    /JuiceITC-Regular
    /KristenITC-Regular
    /KuenstlerScript-Black
    /KuenstlerScript-Medium
    /KuenstlerScript-TwoBold
    /KunstlerScript
    /LatinWide
    /LetterGothicMT
    /LetterGothicMT-Bold
    /LetterGothicMT-BoldOblique
    /LetterGothicMT-Oblique
    /LucidaBright
    /LucidaBright-Demi
    /LucidaBright-DemiItalic
    /LucidaBright-Italic
    /LucidaCalligraphy-Italic
    /LucidaConsole
    /LucidaFax
    /LucidaFax-Demi
    /LucidaFax-DemiItalic
    /LucidaFax-Italic
    /LucidaHandwriting-Italic
    /LucidaSansUnicode
    /Magneto-Bold
    /MaturaMTScriptCapitals
    /MediciScriptLTStd
    /MicrosoftSansSerif
    /Mistral
    /Modern-Regular
    /MonotypeCorsiva
    /MS-Mincho
    /MSReferenceSansSerif
    /MSReferenceSpecialty
    /NiagaraEngraved-Reg
    /NiagaraSolid-Reg
    /NuptialScript
    /OldEnglishTextMT
    /Onyx
    /PalatinoLinotype-Bold
    /PalatinoLinotype-BoldItalic
    /PalatinoLinotype-Italic
    /PalatinoLinotype-Roman
    /Parchment-Regular
    /Playbill
    /PMingLiU
    /PoorRichard-Regular
    /Ravie
    /ShowcardGothic-Reg
    /SimSun
    /SnapITC-Regular
    /Stencil
    /SymbolMT
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TempusSansITC
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanMTStd
    /TimesNewRomanMTStd-Bold
    /TimesNewRomanMTStd-BoldCond
    /TimesNewRomanMTStd-BoldIt
    /TimesNewRomanMTStd-Cond
    /TimesNewRomanMTStd-CondIt
    /TimesNewRomanMTStd-Italic
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Times-Roman
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
    /VinerHandITC
    /Vivaldii
    /VladimirScript
    /Webdings
    /Wingdings2
    /Wingdings3
    /Wingdings-Regular
    /ZapfChanceryStd-Demi
    /ZWAdobeF
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create PDFs that match the "Recommended"  settings for PDF Specification 4.0)
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


