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1. Wyznaczanie sterowania

Niech bedzie dany obiekt dyskretny opisany w przestrzeni zmiennych stanu
rOwnaniem stanowym

Xps1 = Axn + Bun

1
Y, =Cx,+Du, 1)

gdzie x, jest wektorem stanu i un jest wejsciowym wektorem sterujacym.

Nalezy wyznaczy¢ sterowanie optymalne tym obiektem przeprowadzajace go ze
stanu poczatkowego Xo do stanu koncowego Xy = X* i minimalizujace kryterium
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Qn = Zuuz )
i=0

przy braku ograniczen na sterowanie.

Zadanie to mozna rozwigza¢ korzystajac z metody mnoznikdéw Lagrange’a (patrz
Dodatek). Zadanie to sprowadza si¢ do minimalizacji funkcji Lagrange’a postaci
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a k jest rzedem obiektu.

Stosujac metode programowania dynamicznego wylicza si¢ ostatnie sterowania z
zaleznosci

Vi(XN-1) =Lnin[uﬁ—l+1T(AXN—1+bUN—1—X*)] (5)
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Minimalizacja wyrazenia (5) daje ostatnie sterowanie optymalne
una =74 (6)
2
dla ktérego

Va( 1) = 47 A3 =5 (47b)? ™



Cofajac si¢ o krok wyliczamy

Va(Xpy—2) = min [u§ p +V3(xy )] = min [u§ 2 +Va(Axy 2 + by )] =
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Minimalizacja wyrazenia (8) daje optymalne sterowanie dla kroku N-2

Un -2 == 4" (Ab) )
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Cofajac si¢ o kolejny krok wyliczamy

V3(xn_3) = min [u§_z +Va (XN _2)] = min [U§ _ +V, (Axy_3 +buy _3)] =
Un-3 Un-3
1 n (11)
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Minimalizacja wyrazenia (11) daje optymalne sterowanie dla kroku N-3
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itd.
Z warunku na stan koncowy i wyliczone ogdlnie sterowania otrzymujemy

x*—ANxo=—%[(AN’lb)ATAN’lan(AN’zb)ﬂTAN*2b+ ... +bATp] (14)

co po przeksztatceniach daje
—2(x*~AV%y) = [(AV o)(AN )" + (AN ) (AN TPD) + ... +bb"]1A  (15)
Z wyrazenia (15) wyliczamy mnozniki Lagrange’a.

Sterowanie optymalne da si¢ znalez¢ dla obiektu sterowalnego, gdy N=K i
wowczas jest to jedyne mozliwe sterowanie przeprowadzajace obiekt ze stanu
poczatkowego do stanu zadanego (patrz d¢wiczenie poswiecone wyznaczaniu
sterowania docelowego)



Sterowanie optymalne da si¢ znalez¢ dla obiektu sterowalnego, gdy N>k, tzn.
cel ma by¢ osiagniety w wiekszej liczbie krokow niz minimalna i jednoczeS$nie
wystarczajaca liczba krokéw réwna rzedowi obiektu.

2. Zadanie do wykonania
Niech dany bedzie obiekt przedstawiony na rysunku 1.
- (1) - X(D)
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Rys. 1. Obiekt sterowania, gdzie ki jest dniem miesigca [N/m]. ko miesigcem roku [N/m],
ki godzing rozpoczecia zajgé m liczba liter imienia [kg], m2 liczba liter nazwiska [kg].

Nalezy wykona¢ nastepujace zadania:
1. Zamodelowac obiekt w przestrzeni zmiennych stanu.
2. W simulinku zaobserwowa¢ odpowiedz obiektu na skok jednostkowy.

3. Zamodelowac¢ cyfrowo w simulinku obiekt w przestrzeni zmiennych stanu dobierajac
uprzednio odpowiedni okres probkowania.

4. Znalez¢ sterowanie dyskretne w ukladzie zamknigtym, ktére sprowadzi obiekt ze
stanu spoczynku przy zerowym wymuszeniu do stanu wychylenia masy mx 0 1 m w
prawo z jednoczesnym zatrzymaniem si¢ tej masy oraz zerowego wychylenia masy
my i jej zatrzymania. Zaktadamy, Zze zmienne stanu obiektu ciagtego sa mierzalne.
Zamodelowa¢ to sterowanie w simulinku i liczy¢ sume kwadratow zastosowanych
sterowan (wskaznik jakosci sterowania).

5. Wyznaczy¢ sterowanie optymalne dla 5-igciu krokow. Policzy¢ warto$ci wskaznika
jakosci sterownia.

6. Sprobowa¢ wyznaczy¢ sterowanie optymalne dla 3 i1 4-rech krokow sterowania.
Policzy¢ wartosci wskaznikoéw jakos$ci sterownia i1 stany koncowe dla tych sterowan.

Dodatek

Poszukiwanie ekstremum warunkowego funkcji f(x) przy warunku g(x)=0.



Przy rozwigzywaniu programéw nieliniowych o postaci kanonicznej znajduje zastosowanie tzw. metoda

mnoznikow Lagrange'a. Tok postgpowania mozna tu podzieli¢ na dwa etapy:

1. Sprawdzamy, czy funkcja celu f(x) ma ekstremum bezwarunkowe. Jezeli tak, to czy spetnia ono warunki
ograniczajace, a wiec czy jest rownoczesnie ekstremum warunkowym.
Szukanie ekstremum bezwarunkowego polega na obliczeniu pochodnych czgstkowych funkcji celu

wzgledem poszczegdlnych zmiennych decyzyjnych i przyrdwnaniu tych pochodnych do zera.

Warunkiem wystarczajagcym na istnienie minimum funkcji f(x) w punkcie x = (X1, X, ..., Xn) jest to, aby w
tym punkcie wyznacznik macierzy utworzonej z pochodnych czastkowych drugiego rzedu funkcji byt
dodatni, tzn.:
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oraz aby warto$ci wszystkich minorow gléwnych tej macierzy (brane w punktach stacjonarnych) byty

dodatnie. Jezeli ekstremum bezwarunkowe speinia warunki ograniczajace, to zadanie jest juz rozwigzane.

2. Jezeli ekstremum bezwarunkowe nie spelnia ograniczen, funkcje celu przeksztalcamy w funkcje

Lagrange'a:

L(x,4) = F(x) + iligi (x)

i=1
przy czym 4;, to nieoznaczone mnozniki Lagrange'a.

W ten sposob zastepujemy szukanie ekstremum warunkowego funkcji f(x) szukaniem ekstremum
bezwarunkowego funkcji Lagrange'a. Obliczamy pochodne czastkowe funkcji L wzgledem poszczegolnych
zmiennych decyzyjnych X; oraz wzgledem mnoznikéw Langrange'a A; a nastgpnie przyrownujemy te

pochodne do zera. Rozwigzanie otrzymanego uktadu réwnan jest na ogét rozwigzaniem optymalnym.



