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1. Wyznaczanie sterowania

Dany jest obiekt sterowania opisany za pomocg wektora stanu
X = f(x,u) 1)
znajdujacy si¢ w stanie poczatkowym
X, = X(0) (2)

Nalezy znalez¢ optymalny sygnat sterujacy u*(t), ktory minimalizuje wartos¢
kryterium postaci

]
Qr = [o(xu)dt 3
0

Na sterowanie mogg by¢ natozone ograniczenia postaci
Jlu@®)] <M (4)
lub
Hu(i) (t)” <M, (i=12,...,5) (5)

Ograniczenia moga by¢ tez natozone na stany tzn. x(t), np. dla sterowania z ustalonym
koncem trajektorii wymaganie jest takie

x(t) = x* (6)

Warunkiem koniecznym, aby dane sterowanie bylo optymalne jest spehienie
przez nie tzw. rdwnania Bellmana postaci

- % = min{e(x,u) + gradT V(x,t): f(x,u)} (7)
gdzie
gradTV(x,t)f(x,u):Zn:ﬂ~ f (x,u,t) (8)
X k=1 OXg
oraz

V(xt)= T(It? th(p(x, u)dt 9)



Roéwnanie Bellmana mozna przedstawi¢ w postaci

w = max{-p(x,u) +¥" f (x,u)}= max[?T f] (10)
gdzie
¥ =—gradV (x,t) f= {(p(t u)} Y= {:ﬂ

Skoro sterowanie optymalne jest rowne U*, to musi maksymalizowa¢ hamiltonian

af
H=v"f (11)

(stad zasada maksimum).

W takim razie dla sterowania czasooptymalnego ¢(x,u)=1 i wowczas V(X,t) nie
zalezy jawnie od t, wiec

oV (x,1) _

= =0 (12)
oraz
max =1 (13)
Zmienne x(t) , () | H(x,'P,u) sa zwigzane rownaniami
X =grad H (14)
1%
oraz
¥ =—gradH (15)
X

Dla obiektu liniowego opisanego réwnaniami stanu
X=AXx+bu (16)
roOwnanie dla wektora sprzgzonego przybiera postac

¥ = grad ¢(x,u) — AT¥ (17)

a dla sterowania czasowo-optymalnego



¥ =_ATY (18)
2. Zadanie do wykonania

Opracowac¢ czasooptymalny uktad regulacji obiektem o transmitancji
k

ktory bedzie sprowadzat wyjscie obiektu do wartosci zero i1 utrzymywat t¢ wartos¢. Na
sterowanie natozone jest ograniczenie

|u (t)| <M (20)
Niech uktad o transmitancji (19) zostanie opisany rdwnaniami stanu ze zmiennymi
XD =(y*-y)=¢
x® = x® = (y*1y) =y (21)
X =(0-y) =~y =ku
gdzie ¢ jest btedem regulacji, a y* warto$cig zadana.

Roéwnania stanu przyjmuja wigc posta¢ nastgpujaca

(D 0 11 x@ 0
X X
= + u(t 22
|:)-((2)} {O O}|:X(2)} {_k:| () ( )
Zadanie sterowania czasooptymalnego zostanie rozwigzane z wykorzystaniem zasady

maksimum Pontriagina.

Hamiltonian dla sterowania czasooptymalnego ma dla tego zadania postaé
nastepujaca

H =—1+y' Ax+ (" b)u (23)

Maksymalizacje hamiltonianu otrzymuje si¢ dla sterowania postaci

Th >
. M dla 1//Tb_0 (24)
-M dla w'b<0

co mozna zapisa¢ w innej formie nastepujaco

u =sign(y'b)-M (25)



Wida¢é, ze znak sterowania zalezy od znaku funkcji y, ktéra powinna spetniaé
zaleznos$¢

w* =—grad H(x*,u*, %) (26)

co daje
y*=—ATy (27)

Wynika z tego, ze sa to funkcje czasu, ktéore musza spelnia¢ uktad réownan
rézniczkowych postaci
/ 00
Vi|__ 1 (28)
v, 1 0|%,

v, =0 czyli y, =const=-C,

widac stad, ze

: . (29)
v, ==y =Cy czyliy, =C,*t+C,

Argument funkcji sign zalezy tylko od zmiennej y», i zmieni znak najwyzej jeden raz.
Wartosci staltych w (29) zalezg od stanu poczatkowego.

Poniewaz
x® =—ku oraz jesli u(t) =+M (30)
to
x® = kMt + x{? (31a)
2
x® - KM x4+ x® (31b)

Wyznaczamy czas t z (31a) i podstawiamy do (31b). Wowczas otrzymamy

+x - réwnanie paraboli

2 2) 12 2 2
2 kM kM

dlau=M x® = —ﬁ(x@)2 +W (x$, x§2) (32)

dlaue-M  x® :ﬁ( @2 _w (x2, x@)



gdzie W jest wyrazem wolnym.

Otrzymujemy w ten sposob dwie rodziny charakterystyk (parabol) dla dwoch
sterowan o przeciwnych znakach i dla roéznych stanéow poczatkowych. Analiza
zachowania si¢ obiektu na ptaszczyznie fazowej z rys. 1. pozwala opracowac¢ algorytm
sterowania realizujacy postawione zadanie

@@
x® = sign(x?) —— (x@)? e x® = X9
2kM 2kM (33)

x@|x)

u=M -sign(x® +

o)
2kM (36)

krzywa przelaczen. Gdy sie do niej
dojdzie to nastapi przelaczenia.

Rys. 1. Plaszczyzna fazowa z rodzinami trajektorii dla sterowan +M 1 —M.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze sterowanie w tym algorytmie nie jest bezposrednia
funkcja czasu, lecz zalezy od aktualnego stanu obiektu.

ZADANIA

1. Nalezy zamodelowa¢ uktad sterowania zgodny z podanym wzorem jak na rys. 2 i
oszacowac czas sterowania dla wybranego stanu poczatkowego.

Scopea Scopel

Add Relay2 Integrator  Integratorl

1
du/dt M .
Stepl Abs
Add2 De”V ativ Product |_>

Rys. 2. Optymalny uktad regulacji obiektu podwdjnie catkujacego.



2. Nalezy zamodelowa¢ uklad sterowania z regulatorem dwupozycyjnym (przekaznik) z
sygnatem wyjsciowym +M, -M jak na rys. 3 i oszacowa¢ czas sterowania dla wybranego
stanu poczatkowego z punktu 1.

——

Step3 -
P |_> Add5
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>l > = <
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Rys. 3. Niepoprawna realizacja regulacji obiektu podwdjnie catkujacego.

3. Nalezy zamodelowa¢ uktad sterowania z regulatorem PID z sygnalem wyj$ciowym
ograniczonym w przedziale (+M, -M) jak na rys. 4 i oszacowaé czas sterowania dla
wybranego stanu poczatkowego z punktu 1.
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Rys. 4. Nieoptymalna realizacja regulacji obiektu podwojnie catkujacego.

M=liczba liter imienia

, k=(liczba liter nazwiska / 10) I,



