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Od Autora 
Systemy elektroenergetyczne należą do najbardziej złożonych układów, 
jakie spotyka się we współczesnej technice. Ze względu na wielorakie, 
niekiedy nie do końca uświadamiane, uzależnienie życia codziennego od 
energii elektrycznej, poprawny proces jej wytwarzania i dostarczania jest 
jednym z istotnych warunków stabilnego funkcjonowania współcze-
snych społeczeństw. 

Ponieważ stopień integracji tych systemów i zainstalowane w nich 
moce stale rosną, zwiększają się również skutki zachodzących nieuchron-
nie awarii. Procesy towarzyszące awariom w rozpatrywanym systemie są 
bardzo szybkie, a ich kontrola może się odbywać jedynie za pośrednic-
twem odpowiednich urządzeń automatyki elektroenergetycznej. Rola 
tych układów, a także wymagania stawiane przed producentami i obsłu-
gującym je personelem stale wzrasta.  

Współczesne urządzenia automatyki elektroenergetycznej są budo-
wane w oparciu o układy mikroprocesorowe. Od chwili pojawienia się 
przed ćwierćwieczem pierwszych praktycznych rozwiązań tych układów, 
obserwuje się gwałtowny rozwój w zakresie zarówno stosowanych roz-
wiązań technicznych, jak i proponowanych koncepcji ich funkcjonowania. 
Do zrozumienia zasad działania takich układów niezbędna jest nie tylko 
znajomość procesów zachodzących w systemie elektroenergetycznym, ale 
również gruntowna wiedza w zakresie nowoczesnych technik cyfrowego 
przetwarzania sygnałów, metod numerycznych, estymacji parametrów 
procesu, a także metod sztucznej inteligencji.  

Książka ta jest próbą uzupełnienia skromnej liczby krajowych pozycji 
literatury na ten temat. W zasadzie ograniczają się one do pracy prof. An-
drzeja Wiszniewskiego Algorytmy pomiarów cyfrowych w automatyce elek-
troenergetycznej (WNT, Warszawa 1990), która w zmienionym układzie 
ukazała się w 2001 roku (J. Szafran, A. Wiszniewski, Algorytmy pomiarowe 
i decyzyjne cyfrowej automatyki elektroenergetycznej, WNT. Warszawa). W 
porównaniu z tą ostatnią pozycją starałem się zawrzeć tutaj najnowsze 
informacje z zakresu zastosowania, między innymi, modeli zmiennych 
stanu do estymacji parametrów sygnału (estymatory w postaci liniowych 
i nieliniowych obserwatorów stanu) oraz metod sztucznej inteligencji do 



 

pomiarów, korekcji przetworników pomiarowych i podejmowania decy-
zji w układach automatyki elektroenergetycznej. Zamieściłem również 
pogłębioną analizę wpływu typowych zakłóceń, a w szczególności skła-
dowej aperiodycznej, na dokładność pomiaru. Krótkie wprowadzenie w 
zagadnienia przekształceń czasowo-częstotliwościowych pozwala także 
na ocenę możliwości zastosowania przekształcenia falkowego w omawia-
nej dziedzinie. 

W rozdziale 1 umieściłem ogólne informacje na temat zasad organiza-
cji i koncepcji funkcjonowania automatyki elektroenergetycznej, a w 
szczególności zabezpieczeń przekaźnikowych. Opisałem podstawowe 
kryteria, które służą do detekcji wystąpienia zwarcia w strefie nadzoro-
wanej przez zabezpieczenie. Pokrótce przedstawiłem także zjawiska za-
chodzące w przekładnikach zabezpieczeniowych, które mogą w istotny 
sposób wpływać na dokładność pomiaru wielkości elektrycznych stoso-
wanych w omawianych układach. Ten rozdział jest przeznaczony głów-
nie dla tych Czytelników, którzy tylko pobieżnie zetknęli się z problema-
tyką automatyki elektroenergetycznej. 

Rozdział 2 stanowi natomiast wprowadzenie w zagadnienia cyfro-
wego przetwarzania sygnałów. Przedstawiłem tam podstawowe pro-
blemy związane z przekształceniem Fouriera i jego związkiem z prze-
kształceniem Laplace’a i przekształceniem Z. Omawiam także konse-
kwencje przetwarzania analogowo-cyfrowego mierzonych sygnałów. 
Duża część rozdziału jest poświęcona problematyce filtracji cyfrowej, 
gdzie zamieszczam kilka przykładów ilustrujących sposoby projektowa-
nia i analizy filtrów cyfrowych. W zakończeniu podałem krótkie wpro-
wadzenie do zagadnień przekształcenia czasowo-częstotliwościowego, a 
w szczególności przekształcenia falkowego. To nowe narzędzie jest coraz 
częściej stosowane w omawianych tu zastosowaniach. 

W rozdziale 3 przedstawiłem podstawowe techniki stosowane w szyb-
kich procedurach pomiaru wielkości elektrycznych. Dużo uwagi poświę-
cam metodzie najmniejszych kwadratów, której różne warianty są pod-
stawą wielu algorytmów stosowanych w automatyce elektroenergetycz-
nej. Opisuję również inne narzędzia używane do estymacji parametrów 
sygnału, jak: różniczkowanie, wykorzystanie sygnałów przesuniętych w 
czasie, obserwatory stanu oraz filtry Kalmana. 

W rozdziale 4 omawiam podstawowe algorytmy, w których wykorzy-
stuje się metody przedstawione w rozdziale 3 do estymacji wielkości kry-
terialnych, takich jak: amplituda prądu lub napięcia, wartość skuteczna, 
moc, impedancja, częstotliwość itp.  
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Ważnym założeniem w syntezie omawianych algorytmów pomiaro-
wych jest krótki czas pomiaru (około jednego okresu składowej podstawo-
wej napięcia sieci). W rozdz. 5 omawiam konsekwencje tego założenia, 
które sprowadzają się do rozwikłania dylematu: szybciej, czy dokładniej. 
Pokazuję tam niektóre sposoby korekcji błędów standardowych metod po-
miarowych, które mogą prowadzić do efektywnych algorytmów. 

W rozdziale 6, ostatnim, przedstawiam problematykę zastosowania 
metod sztucznej inteligencji w automatyce elektroenergetycznej. Prezen-
tuję tam skrótowo zagadnienia związane z zastosowaniem systemów eks-
pertowych, natomiast więcej uwagi poświęcam wykorzystaniu systemów 
rozmytych oraz sztucznych sieci neuronowych. 

W wielu miejscach tekstu starałem się nie pomijać, niekiedy zawiłych, 
wyprowadzeń algorytmów. Chciałem w ten sposób dać Czytelnikowi od-
powiedni aparat analityczny, który umożliwi mu uczestniczenie w fascy-
nującej przygodzie samodzielnego projektowania nowych, doskonal-
szych metod pomiarowych i decyzyjnych. Nie muszą być one przecież 
ograniczone do rozważanych tu zastosowań. Z drugiej strony, najważ-
niejsze gotowe do stosowania procedury są podane w postaci wydzielo-
nych algorytmów. 

Książka, którą przedstawiam Czytelnikowi, jest rezultatem moich do-
świadczeń, które zdobywałem w określonym środowisku zawodowym. 
Z całym przekonaniem mogę powiedzieć, że wszyscy, z którymi się spo-
tykałem z racji kontaktów zawodowych, są w jakiejś mierze jej autorami 
i chcę im w tym miejscu podziękować. Dziękuję przede wszystkim moim 
kolegom z Zakładu Automatyki i Sterowania w Instytucie Energoelek-
tryki Politechniki Wrocławskiej za niepowtarzalną atmosferę pracy i ko-
leżeństwa, którą wytworzyli. W sposób szczególny chcę podziękować 
moim kolegom z zespołu badawczego w składzie: dr hab. inż. Jan Iży-
kowski ze wspomnianego Zakładu, dr inż Bogdan Kasztenny z GE Power 
Management (Markham, Kanada) oraz dr inż. Murari M. Saha z ABB 
(Västerås, Szwecja), w którym to gronie powstało wiele koncepcji, skła-
dających się na tę książkę. 

Na zakończenie chcę również podziękować profesorowi Józefowi Kor-
biczowi oraz profesorowi Janowi Machowskiemu za przychylną ocenę i 
uwagi redakcyjne. 

 
 
 
Wrocław, maj 2002 r.         eugeniusz.rosolowski@pwr.edu.pl 
 



 

 



 

Wykaz ważniejszych oznaczeń 

 
N

a 2
  — kąt pomiędzy sąsiednim próbkami sygnału 

 N  — liczba próbek w okresie podstawowej harmo-
nicznej sygnału 

 1T  — okres składowej podstawowej sygnału 
 h , )(ih  — funkcja impulsowa filtru 
 ch , sh  — funkcje impulsowe filtrów składowych ortogo-

nalnych 
 )(kxc , )(kxs  — składowe ortogonalne sygnału zespolonego 
 )(kX c , )(kX s  — składowe ortogonalne amplitudy zespolonej 
 X , )(kX  — amplituda sygnału 
 X , )(kX  — amplituda zespolona sygnału 
 T  — okres próbkowania sygnału 
 Tf  — częstotliwość próbkowania 
 aT  — stała czasowa tłumienia składowej aperiodycz-

nej 
   — pulsacja sygnału 
 1  — pulsacja składowej podstawowej sygnału 
 1/'    — pulsacja względna 
 )(tx  — sygnał zespolony ciągły 
 )(kx  — sygnał zespolony dyskretny 

 )(* kx  — funkcja zespolona sprzężona 
 )(tx  — rzeczywisty sygnał ciągły 
 )(t  — sygnał impulsowy 
 )( jH  — funkcja przejścia filtru (funkcja zespolona) 
 )(H  — charakterystyka zerowo-fazowa filtru 
 )(A , )(B  — obwiednie: górna i dolna, charakterystyki czę-

stotliwościowej estymatora amplitudy 
 0Z , 1Z , 2Z  — impedancje składowych symetrycznych 
 FR  — rezystancja zwarcia 
 sx  — wektor przestrzenny systemu trójfazowego 



14 Wykaz ważniejszych oznaczeń 

 0f  — częstotliwość znamionowa sygnału 
 )( jX  — widmo sygnału, funkcja zespolona 
 )(rX , )(iX  — składowa rzeczywista i urojona widma sygnału 

(funkcje rzeczywiste) 
  )(txF  — transformata Fouriera sygnału )(tx  
  )(txL  — transformata Laplace'a sygnału )(tx  

  )(1 sXL  — transformata odwrotna Laplace'a funkcji )(sX  
  )()( kxzX Z  — transformata Z sygnału )(kx  

 )( TX je  — widmo sygnału dyskretnego 
 )()( 21 txtx   — splot funkcji (sygnałów) 
   — pulsacja filtru analogowego 
 A , a  — macierz, wektor 

 TA , Ta  — macierz, wektor, transponowane 
 Q  — macierz kowariancji zakłóceń procesu 
 R  — macierz kowariancji zakłóceń pomiarowych 
  )(kvE  — wartość oczekiwana zmiennej )(kv  

 )(2 kv  — wariancja zmiennej )(kv  
 ),( pCWx  — ciągła transformata falkowa funkcji )(tx  
 )(tp  — falka o współczynniku skali p i przesunięciu   

 jnDWx  — dyskretna transformata falkowa funkcji )(kx  

 )(xF  — funkcja przynależności elementu x  do zbioru 
rozmytego F  

 BA  — suma zbiorów 
 BA  — przecięcie zbiorów 
 A  — dopełnienie zbioru A 
 )(Adil  — funkcja rozcieńczania zbioru rozmytego A 
 )(Acon  — funkcja koncentracji zbioru rozmytego A 
 UV   — iloczyn kartezjański zbiorów 
 
 



 

Rozdział 1 

WPROWADZENIE  
DO ELEKTROENERGETYCZNEJ AUTOMATYKI 
ZABEZPIECZENIOWEJ 

1.1 Uwagi wstępne  

System elektroenergetyczny obejmuje trzy obszary działań, które wspól-
nie mają na celu zasilanie odbiorców w energię elektryczną. Niezależnie 
od zachodzących ostatnio zmian w technologii wytwarzania energii elek-
trycznej i wprowadzania rynkowych zasad sterowania popytem i podażą 
energii, obszary te nadal łączy się z wytwarzaniem, przesyłem i rozdzia-
łem energii elektrycznej. W przeważającym zakresie odbywa się to za po-
średnictwem trójfazowego systemu prądu przemiennego o ustalonej czę-
stotliwości znamionowej 50 Hz (w niektórych krajach 60 Hz).  

Charakterystyczną cechą procesu, który zachodzi w systemie elektroe-
nergetycznym jest równowaga pomiędzy wytwarzaniem i odbiorem 
energii elektrycznej. Zachwianie tej równowagi powoduje zakłócenie 
pracy systemu, co może prowadzić do uszkodzenia poszczególnych 
obiektów, a nawet utraty połączeń pomiędzy głównymi jego elementami 
(awarii systemowej). Nierównowaga objawia się w postaci statycznej lub 
dynamicznej zmiany częstotliwości prądu i napięcia. Ta ostatnia wiąże 
się z kołysaniem wirników generatorów w elektrowniach, przez co rozu-
mie się oscylacyjną zmianę ich prędkości obrotowej. Ze względu na połą-
czenie generatorów z odpowiednimi układami napędowymi mówi się w 
takim przypadku o elektromechanicznych stanach przejściowych sys-
temu. W celu zachowania równowagi systemu, zapewnienia optymal-
nych warunków jego pracy oraz wymuszenia odpowiedniej wymiany 
energii w systemach połączonych, stosuje się różne układy kontrolne, 
które tworzą automatykę elektroenergetyczną (systemową). 
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W przypadku zmiany konfiguracji sieci, wywołanej przełączeniami 
lub zdarzeniami awaryjnymi, w obwodach elektrycznych zachodzą pro-
cesy elektromagnetyczne, których gwałtowność zależy od parametrów 
tych obwodów i mocy odpowiednich źródeł. Typowymi przyczynami ta-
kich zakłóceń są zwarcia, w wyniku których mogą wystąpić prądy, prze-
kraczające nawet stukrotną wartość prądu znamionowego. Dynamiczne 
i cieplne działania takich prądów mogą spowodować olbrzymie szkody, 
jeśli zwarcie nie zostanie w porę wyłączone. Ponadto, zwarcie w systemie 
przesyłowym powoduje gwałtowną nierównowagę mocy całego sys-
temu, co może prowadzić do utraty jego stabilności dynamicznej, a w 
konsekwencji, nawet do awarii systemowej. Szybka lokalizacja zwarcia i 
wyłączenie zwartego odcinka systemu jest podstawowym zadaniem za-
bezpieczeń zwarciowych. 

Koncepcje zabezpieczeń elektroenergetycznych były doskonalone 
wraz z rozwojem systemu. Zaczynając od bezpieczników topikowych 
(które nadal są z powodzeniem stosowane, zwłaszcza w obwodach ni-
skiego napięcia), powstały złożone zabezpieczenia przekaźnikowe, za 
które użytkownicy są gotowi zapłacić całkiem spore kwoty. Równolegle 
rozwinęła się gałąź wiedzy i praktyki inżynierskiej, która zajmuje się za-
gadnieniami projektowania przekaźników i systemów zabezpieczenio-
wych, określania koncepcji działania zabezpieczeń, ich koordynacji, testo-
wania, analizy działania oraz problemami normalizacyjnymi. W polskiej 
literaturze całą tę problematykę przyjęto określać terminem Elektroener-
getyczna Automatyka Zabezpieczeniowa (EAZ) [29], [35], [40], [43]. 

W niniejszym rozdziale podane są ogólne informacje z zakresu zakłó-
ceń w systemie elektroenergetycznym, koncepcji funkcjonowania ukła-
dów automatyki zabezpieczeniowej, ich struktury i niektórych parame-
trów technicznych. Przedstawiono także podstawowe kryteria stosowane 
w przekaźnikach zabezpieczeniowych do wykrywania rodzaju i miejsca 
wystąpienia zakłócenia. 

1.2 Zakłócenia w systemie elektroenergetycznym 

1.2.1 Pojęcia podstawowe 

Z punktu widzenia podstawowych funkcji rozpatrywanych tu układów 
automatyki, najistotniejsze znaczenie mają zakłócenia w postaci zwarć w 
elementach systemu elektroenergetycznego. Stopień zagrożenia wywo-
łany wystąpieniem zwarcia zależy od energii uwalniającej się w 
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obwodzie zwarciowym. Decydują o tym dwa parametry: wartość napię-
cia ekwiwalentnego źródła zasilającego miejsce zwarcia oraz wartość za-
stępczej impedancji pętli zwarciowej. Do analizy warunków działania za-
bezpieczeń, obwód elektryczny utworzony w wyniku zwarcia jest dzie-
lony na dwie części (rys. 1.1): system zasilający z ekwiwalentnym źró-
dłem napięcia SE  i impedancją sytemu SZ  oraz pętla zwarciowa, charak-
teryzowana przez impedancję pomiędzy miejscem zainstalowania prze-
kaźnika a punktem zwarcia LZ  i rezystancję zwarcia FR  (najczęściej 
przyjmuje się, że impedancja zwarcia ma tylko składową rzeczywistą). 
Impedancja ekwiwalentnego źródła przyłączonego do danych szyn jest 
najczęściej charakteryzowana za pomocą wartości mocy zwarcia trójfazo-
wego bezpośredniego (z zerową rezystancją przejścia) 

SNkNk ZUIUS 2
33 3  , gdzie NU  jest napięciem znamionowym na szy-

nach (wartość skuteczna napięcia międzyprzewodowego), a 3kI  jest war-
tością skuteczną prądu zwarcia trójfazowego. Moc zwarciowa na szynach 
stacji elektroenergetycznej jest bardzo ważnym parametrem, na podsta-
wie którego, między innymi, dobierane są zainstalowane tam wyłączniki. 
Sterowane przez zabezpieczenia wyłączniki muszą szybko, pewnie i bez 
uszkodzenia wyłączać maksymalny spodziewany prąd zwarciowy. 

W przypadku systemu trójfazowego, zastępczy obwód zwarciowy po-
winien uwzględniać rodzaj zwarcia: jednofazowe (faza—ziemia), mię-
dzyfazowe, międzyfazowe z ziemią lub trójfazowe. W maszynach elek-
trycznych mogą wystąpić również zwarcia zwojowe. Analizę komplikuje 
także ewentualne źródło zasilania umieszczone z przeciwległej strony ob-
wodu zwarciowego. Do reprezentacji takich obwodów zwarciowych sto-
suje się różne metody przekształcenia obwodu trójfazowego, prowadzące 
do uproszczenia zapisu odpowiednich równań. Powszechnie stosuje się 
w tym celu przekształcenie składowych symetrycznych lub składowych 
0,  ,   [6], [18], [21], [34]. 
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Rys. 1.1. Schemat zastępczy obwodu zwarciowego 
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Techniki stosowane w automatyce zabezpieczeniowej do identyfikacji 
i likwidacji awarii muszą uwzględniać różne cechy obserwowanego 
zwarcia. Niektóre z nich są związane z charakterem zabezpieczanego 
obiektu, inne wynikają ze sposobu przebiegu zdarzenia. Z tego punktu 
widzenia zwarcia można podzielić na dwie następujące kategorie. 
 Pod względem spodziewanej wartości prądu zwarciowego: 
- Zwarcia wielkoprądowe, których wartości mogą wielokrotnie przekra-

czać wartości znamionowe prądów lub dopuszczalne obciążenia ele-
mentów systemu [35]. Są to przede wszystkim zwarcia międzyfazowe 
lub zwojowe. W sieciach trójfazowych pracujących z uziemionym 
punktem neutralnym dotyczy to także zwarć doziemnych. 

- Zwarcia doziemne małoprądowe, które występują w sieciach pracują-
cych z izolowanym lub pośrednio uziemionym punktem neutralnym 
[29], [35]. W takim przypadku impedancja pętli zwarciowej ma zazwy-
czaj charakter pojemnościowy (zasadnicza część prądu doziemienia za-
myka się przez pojemności elementów sieci), a wartość tego prądu jest 
niewielka. Niekiedy dopuszczalna jest w tych warunkach długa praca 
układu, jednak zachodzące przy tym procesy (niszczenie izolacji) po-
wodują powolną degradację jego elementów lub powstanie zwarć mię-
dzyfazowych. 

 Pod względem przebiegu zjawiska: 
- Zwarcia trwałe, które są wynikiem ewidentnego uszkodzenia izolacji, 

przerwania i upadku przewodu lub błędów obsługi. Zwarcia trwałe 
wielkoprądowe muszą być jak najszybciej zlokalizowane i wyłączone. 

- Zwarcia przemijające są inicjowane przez takie czynniki, jak chwilowe 
przepięcia lub pogorszenie stanu izolacji i mogą być usunięte lub za-
niknąć samoczynnie po ich ustąpieniu. Typowymi przyczynami takich 
zwarć jest uderzenie pioruna, upadek gałęzi lub obecność zwierząt 
(ptaków, gryzoni). Do przywrócenia zasilania po wyłączeniu zwarcia 
przemijającego stosuje się Automatyczne Powtórne Załączenie (SPZ) 
(ang. automatic reclosing). Po krótkiej przerwie po wyłączeniu zwarcia 
przez zabezpieczenie (w czasie której może nastąpić dejonizacja ob-
szaru związanego z łukiem zwarciowym) następuje ponowne załącze-
nie obwodu. Jeśli zwarcie nie ustąpiło, to wyłącznik jest ponownie 
otwierany. 
Oprócz zwarć występują również inne zakłócenia w systemie elektroe-

nergetycznym. Niektóre z nich wymagają interwencji zabezpieczeń prze-
kaźnikowych (jak chociażby przeciążenia elementów systemu, czy praca 
niepełnofazowa); inne mogą mieć istotny wpływ na pracę systemu i zwią-
zanych z nim układów automatyki (odchylenia częstotliwości, kołysanie 
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mocy i inne). Poniżej pokrótce przedstawione są te zakłócenia, którym 
towarzyszą typowe stany przejściowe prądów i napięć. Analiza takich 
przebiegów jest podstawą formułowania modeli sygnałowych w procesie 
syntezy algorytmów pomiarowych układów automatyki elektroenerge-
tycznej. 

Analiza zjawisk przejściowych w systemie elektroenergetycznym jest 
prowadzona w oparciu o modele poszczególnych elementów systemu i 
równań powiązań wynikających z teorii obwodów. Problemy te są szcze-
gółowo omawiane w literaturze specjalistycznej [4], [6], [21], [23], [34]. 
Należy podkreślić, że do celów analizy i projektowania układów automa-
tyki elektroenergetycznej powszechnie stosuje się technikę komputero-
wego modelowania zjawisk przejściowych w układach elektroenerge-
tycznych [10]. Modele takie pozwalają dostatecznie wiernie odtworzyć 
procesy zachodzące w analizowanym systemie, a także w poszczegól-
nych elementach współpracującego z nim układu automatyki. 

1.2.2 Zwarcia w systemie przesyłowym 

Dobór i warunki pracy układów automatyki elektroenergetycznej zależą 
w dużym stopniu od konfiguracji systemu. W przypadku sieci przesyło-
wych jest to zazwyczaj system zamknięty (rys. 1.2a), rzadziej promie-
niowy, z jednostronnym zasilaniem (rys. 1.2b). 
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Rys. 1.2. Konfiguracja systemu przesyłowego: sieć zamknięta (a) 
oraz sieć promieniowa (b)  

Charakterystyczną cechą sieci przesyłowej jest bezpośrednie uziemie-
nie punktu neutralnego. Konsekwencją tego jest niska impedancja pętli 
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zwarcia doziemnego i ograniczenie związanych z tym przepięć w fazach 
zdrowych. Ilustruje to poniższy przykład. 

Przykład 1.1. Zbadać prądy i napięcia towarzyszące zwarciu L1-E w syste-
mie przesyłowym 400 kV, którego schemat zastępczy jest po-
kazany na rys. 1.3. Parametry systemu są podane na rysunku; 
rezystancja zwarcia  2FR . Punkt zwarciowy jest oddalony 
o 32 km od stacji A. 

Do analizy przebiegu prądów i napięć związanych z rozpatrywanym zwarciem 
został zastosowany program EMTP [10]. Linia jest reprezentowana w postaci mo-
delu o parametrach rozłożonych z założeniem, że jest ona transponowana — mo-
del Clarke [2]. Przyjęto krok modelowania 30T s.  

ZSB0=2,625+j32,8 
ZSB1=1,815+j20,5 
ESB=410 kV 40°
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Rys. 1.3. Schemat zastępczy fragmentu systemu przesyłowego 400 kV 

Uzyskane przebiegi napięć i prądów, obserwowane w stacji A są pokazane na 
rys. 1.4. Zwarcie następuje w czasie 20zt ms. Widać intensywny stan przej-

ściowy w przebiegach napięciowych, co jest związane z tym, że napięcie 1Lu  w 
momencie zwarcia miało dużą wartość i następuje rozładowanie energii pojem-
nościowej. Dzięki sprzężeniu miedzy fazami systemu trójfazowego, proces ten 
przenosi się także na fazy zdrowe. Przebiegi prądów są w tym czasie znacznie 
mniej odkształcone — można jedynie zaobserwować obecność tłumionej składo-
wej stałej w prądzie zwartej fazy. 
Należy zauważyć, że analizowane przebiegi w formie pokazanej na rys. 1.4 nie 
są dostępne przez człony pomiarowe zabezpieczeń z dwóch podstawowych 
względów: 
- w obwodach wejściowych zabezpieczeń znajdują się przekładniki po-

miarowe, które mają na ogół dolnoprzepustową charakterystykę wid-
mową (odnosi się to zwłaszcza do pojemnościowych przekładników 
napięciowych); 

- częstotliwość próbkowania, stosowana we współczesnych układach 
automatyki elektroenergetycznej, waha się w granicach 16—64 próbek 
w okresie podstawowej harmonicznej napięcia, co dla systemu o czę-
stotliwości 50 Hz odpowiada częstotliwości próbkowania 800-3200 Hz; 
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analogowe filtry odcinające w torach pomiarowych zawężają to widmo 
jeszcze ponad dwukrotnie (p. 2.2). 

W rezultacie, przebiegi na wejściu cyfrowego układu pomiarowego są znacznie 
mniej odkształcone w porównaniu z tymi z rys. 1.4. 
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Rys. 1.4. Przebiegi napięć (a) i prądów (b) obserwowane w stacji A 

Powyższe uwagi odnoszą się również do danych rejestrowanych przez rejestra-
tory przebiegów zwarciowych. W tym jednak przypadku częstotliwość próbko-
wania jest zazwyczaj znacznie większa: 5-10 kHz. □ 

Podobne zjawiska występują również w odniesieniu do zwarć mię-
dzyfazowych. Można wówczas oczekiwać nawet większych wartości 
prądów zwarciowych, gdyż na ogół, zarówno w liniach kablowych, jak i 
w liniach napowietrznych, impedancja przewodu powrotnego dla zwar-
cia doziemnego (płaszcz kabla lub ziemia) jest większa od impedancji 
przewodu fazowego. W konsekwencji, wszystkie zwarcia (jednofazowe i 
międzyfazowe) w systemie przesyłowym mają charakter zwarć wielko-
prądowych. 

Na schematach z rys. 1.2 pokazane są wszystkie podstawowe elementy 
systemu przesyłowego. Z punktu widzenia automatyki elektroenerge-
tycznej, na uwagę zasługują zwłaszcza dwa z nich: linia równoległa CD 
oraz linia AB z szeregową kompensacją pojemnościową. Pierwsza z nich 
wymaga specyficznego podejścia do rozwiązania układów zabezpiecze-
niowych (a także lokalizatorów miejsca zwarcia) ze względu na występu-
jące sprzężenie pojemnościowe i indukcyjne pomiędzy obwodami obu 
równoległych linii, a także zmienne warunki jej pracy (przy możliwym 
wyłączeniu jednej linii). Szeregowa kompensacja pojemnościowa w li-
niach jest stosowana w celu zwiększenia ich zdolności przesyłowej i po-
prawy warunków stabilnej pracy systemu (kondensatory wprowadzone 
we wszystkich fazach linii zmniejszają jej reaktancję). Niestety, w 
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rezultacie otrzymuje się układ, którego charakterystyki zarówno w stanie 
ustalonym jak i w warunkach stanu przejściowego po wystąpieniu zwar-
cia, niekiedy znacznie różnią się od podobnych parametrów występują-
cych w tradycyjnym systemie. To znacznie komplikuje odpowiednie roz-
wiązania układów automatyki elektroenergetycznej [5], [28], [35]. W kra-
jowym systemie elektroenergetycznym nie występują linie z szeregową 
kompensacją pojemnościową. 

1.2.3 Zwarcia doziemne w sieciach rozdzielczych 

W sieciach rozdzielczych średnich napięć (ŚN) (o napięciu znamionowym 
w zakresie 1-60 kV) punkt neutralny systemu trójfazowego nie jest bez-
pośrednio uziemiony, co jest przede wszystkim podyktowane wymaga-
niami ochrony przeciwporażeniowej. Uzwojenia transformatorów na 
tym napięciu są zazwyczaj połączone w trójkąt. Wówczas sieć jest całko-
wicie izolowana od ziemi. W ogólnym przypadku, do ustalenia warun-
ków pracy punktu neutralnego są stosowane dodatkowe transformatory 
uziemiające, które służą również do zasilania potrzeb własnych stacji 
(transformator Tz na rys. 1.5a). Punkty gwiazdowe tych transformatorów 
są uziemione przez rezystancję lub dławik indukcyjny (cewkę gasikową), 
co ogranicza prąd zwarcia doziemnego w zakresie od kilku do kilkuset 
amperów [17], [29]. 
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Rys. 1.5. Schemat zastępczy sieci ŚN (a) oraz rozpływ prądów podczas  
doziemienia jednej fazy (b) 

Wielkość i charakter prądu doziemienia, a także prądu płynącego w 
punkcie gwiazdowym transformatora uziemiającego zależy od charak-
teru i wielkości impedancji NZ . W przypadku sieci z izolowanym punk-
tem neutralnym ( NZ ), prąd doziemienia w całości zamyka się przez 
pojemności doziemne (i międzyfazowe) faz zdrowych uszkodzonej linii i 
pozostałych linii w sieci. W sieciach ŚN kompensowanych punkt 
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neutralny jest połączony z ziemią poprzez dławik kompensacyjny (

NN XZ  ), tak, że prąd indukcyjny płynący przez punkt gwiazdowy rów-
noważy prąd pojemnościowy faz zdrowych i prąd zwarciowy jest bliski 
zera (odnosi się to do podstawowej harmonicznej prądu i zależy to od 
stopnia kompensacji). W przypadku uziemienia rezystancyjnego (

NN RZ  ) prąd zwarcia doziemnego jest ograniczany do kilkuset ampe-
rów. Wszystkie te przypadki zaliczane są do grupy zwarć doziemnych 
małoprądowych. 

Typowe przebiegi napięć i prądów towarzyszących doziemieniu jed-
nej fazy w sieci ŚN pracującej z izolowanym punktem neutralnym są po-
kazane na rys. 1.6. Widać, że występujący w tym przypadku stan przej-
ściowy jest intensywny i krótkotrwały. 
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Rys. 1.6. Przebieg napięć (a) i prądów (b) w linii ŚN podczas doziemienia  
fazy L1. 

Powstające oscylacje prądów są wynikiem rozładowania zastępczych po-
jemności zwartej fazy i ładowania pojemności faz zdrowych. Amplitudy 
i relacje fazowe przebiegów prądowych przed i po zwarciu różnią się 
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nieznacznie. Istotne różnice występują natomiast w amplitudach napięć 
fazowych. Czynnik ten nie można jednak wykorzystać do identyfikacji 
zwartej linii, gdyż dotyczy on w równym stopniu wszystkich linii przy-
łączonych do wspólnych szyn rozdzielni. Pokazane przebiegi mogą być 
znacznie bardziej złożone jeśli zachodzi charakterystyczne dla tego typu 
sieci zwarcie o łuku przerywanym. Wówczas przedstawiony proces 
przejściowy może być inicjowany w każdym półokresie napięcia zasilają-
cego miejsce zwarcia doziemnego. 

Duża różnorodność warunków pracy sieci ŚN, ich zmienna konfigura-
cja, zmienne obciążenie i częste przełączenia sprawiają, że zjawiska przej-
ściowe towarzyszące zwarciom mogą się znacznie różnić od siebie. Po-
nadto, obszary zjawisk związanych ze zwarciami doziemnymi często na-
kładają się na obszary stanów przejściowych towarzyszących przełącze-
niom eksploatacyjnym lub normalnej pracy nieliniowych odbiorów. To 
znacznie utrudnia jednoznaczną identyfikację zwarć doziemnych w tego 
typu sieciach i nadal jest dużym wyzwaniem dla konstruktorów automa-
tyki zabezpieczeniowej tych obiektów [17], [29], [35]. 

Należy zauważyć, że zwarcia międzyfazowe w sieciach ŚN nie odbie-
gają swoim charakterem od zwarć w liniach przesyłowych i również na-
leżą do grupy zwarć wielkoprądowych. 

1.2.4 Zwarcia w maszynach elektrycznych 

Zwarcia w uzwojeniach maszyn elektrycznych (transformatorów, gene-
ratorów i silników) są wynikiem zniszczenia ich izolacji. Jeśli chodzi o 
zwarcia doziemne (między fazą i obudową, rdzeniem stojana lub wir-
nika), to podobnie jak w sieciach, ich charakter zależy od sposobu uzie-
mienia punktu neutralnego odpowiedniego uzwojenia maszyny [42]. Sieć 
związana z uzwojeniem stojana generatora pracuje zazwyczaj w podob-
nych warunkach, jak omawiane powyżej sieci ŚN, to znaczy, nie jest bez-
pośrednio uziemiona. Uszkodzenia izolacji współczesnych generatorów 
zdarzają się niezwykle rzadko, jednak związane z tym awarie połączone 
są z dużymi kosztami [42]. 

Groźnymi w skutkach są również zwarcia zwojowe, gdyż towarzyszą 
im duże prądy, które są trudne do identyfikacji na drodze pomiaru wiel-
kości elektrycznych na zaciskach maszyny. Ilustruje to poniższy przykład. 

Przykład 1.2. Przeprowadzić analizę prądów podczas zwarcia zwojowego 
w transformatorze. 

Do analizy wybrano transformator Yd1 115/22 kV o mocy znamionowej 32 
MVA. Badanie zostało przeprowadzone na modelu wykonanym za pomocą 
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programu EMTP. Schemat anali-
zowanego systemu jest pokazany 
na rys. 1.7a. Model został przygo-
towany w formie transformatora 
trójuzwojeniowego, co umożliwia 
dzielenie uzwojeń w celu symula-
cji zwarcia części zwojów [19].  
Przyjęto, że zwarte zostaje 8% 
uzwojenia fazy L1 połączonego w 
gwiazdę (rys1.7b). Należy jednak 
zaznaczyć, że wewnętrzna struk-
tura transformatora nie jest od-
zwierciedlona w modelu (co 
wpływa na rozkład pola magne-
tycznego uzwojenia) i powyższy 
udział zwartych zwojów należy 
traktować jedynie orientacyjnie. 

Nie wpływa to jednak na ogólny obraz zjawiska. Przyjęto, że rezystancja zwarcia 
jest reprezentowana opornikiem o wartości 0,1. 
Przebiegi prądów po obu stronach transformatora podczas analizowanego zwar-
cia jest pokazany na rys. 1.8. Jest tam również pokazany przebieg prądu Fi  w 
miejscu zwarcia (rys. 1.8a).  
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Rys. 1.8. Przebiegi prądów w transformatorze podczas zwarcia zwojowego  

Można zauważyć, że amplituda tego prądu wielokrotnie przekracza amplitudy 
prądów obserwowanych na zaciskach transformatora. Jeśli wziąć pod uwagę 
fakt, że prądy transformatora mogą się znacznie zmieniać wraz ze zmianą jego 
obciążenia, to łatwo zauważyć, że analizowane zwarcie, które szybko prowadzi 
do zniszczenia uszkodzonego uzwojenia, jest trudne do identyfikacji na drodze 
bezpośredniego pomiaru na zaciskach transformatora. □ 
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Rys. 1.7. Schemat zastępczy analizowanego 
systemu (a) oraz schemat połączeń uzwojeń 

transformatora z zaznaczonym miejscem 
zwarcia (b) 
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Zwarcia w pobliżu generatorów charakteryzują się dużymi prądami. 
Ze względu na mały udział rezystancji w impedancji obwodu zwarcio-
wego, w przebiegach tych prądów mogą występować składowe aperio-
dyczne o długich czasach zanikania. Ponadto, na przebieg tych prądów 
mają wpływ stałe czasowe obwodów schematu zastępczego generatora 
oraz oddziaływanie układu automatycznej regulacji wzbudzenia (ARW) 
oraz, w dłuższym okresie, układu regulacji prędkości obrotowej turbiny. 
Typowy przebieg prądu jednej fazy generatora w przypadku trójfazo-
wego zwarcia na jego zaciskach jest pokazany na rys. 1.9. Przebieg ten 
uzyskano z modelu generatora 265 MVA, 24 kV z włączonym układem 
regulacji wzbudzenia i prędkości obrotowej turbiny. Widać duży udział 
składowej nieokresowej z długim czasem zanikania. Jej amplituda po-
czątkowa zależy od fazy napięcia w momencie zwarcia. W analizowanym 
okresie nastąpiła zmiana prędkości obrotowej o około 5% i jej wpływ nie 
jest zauważalny. Pokazany przebieg może się różnić w zależności od spo-
sobu zasilania regulatora wzbudzenia [18], [23]. 
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Rys. 1.9. Przebieg prądów jednej fazy podczas zwarcia trójfazowego  

na zaciskach generatora 

W przypadku maszyn wirujących bardzo groźne następstwa mogą 
mieć zakłócenia w ich sąsiedztwie, które prowadzą do niesymetrycznego 
zasilania (w przypadku silników) lub obciążenia (w przypadku genera-
torów). Tego typu zakłócenia mogą powodować występowanie dużych 
prądów kolejności przeciwnej w uzwojeniu stojana generatora lub sil-
nika, co powoduje pojawienie się w zamkniętym obwodzie wirnika (a 
także w jego rdzeniu) prądów o podwójnej częstotliwości. Zwłoka w wy-
łączeniu maszyny pracującej w takich warunkach szybko prowadzi do jej 
trwałego uszkodzenia. Poniższy przykład podaje konsekwencje takiego 
zdarzenia, które miało miejsce w jednej z krajowych elektrowni. 
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Przykład 1.3. Opisywane zdarzenie miało miejsce podczas próby plano-
wego wyłączenia generatora z pracy. Błędne działanie wy-
łącznika i brak właściwych rozwiązań w zakresie automatyki 
zabezpieczeniowej, doprowadziło do awarii generatora i cał-
kowitego zniszczenia bloku elektrowni o mocy 235 MVA [22]. 
Schemat układu z wyszczególnieniem elementów, które 
miały istotny wpływ na przebieg awarii, jest pokazany na rys. 
1.10. 

Dokładny przebieg zdarzenia jest trudny do odtworzenia, gdyż istotne dla 
sprawy parametry nie były rejestrowane lub wyniki rejestracji uległy zniszcze-
niu. Zgromadzone dane pozwoliły jednak zrekonstruować awarię na podstawie 
przeprowadzonych symulacji [22]. Uzyskane przebiegi wartości skutecznych 
prądów składowej zgodnej i przeciwnej generatora są pokazane na rys. 1.11. 
Przebieg zdarzeń można podzielić na następujące etapy. 
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Rys. 1.10. Schemat połączenia generatora z rozdzielnią 220 kV 

Etap 1. W celu wyłączenia z pracy generatora, jego obciążenie zostało zreduko-
wane do wartości bliskiej zeru (jest to sygnalizowane przez układ kontroli kie-
runku przepływu mocy czynnej). 
Etap 2. Odłączenie generatora od sieci następuje za pośrednictwem wyłącznika 
W, który znajduje się w rozdzielni 220 kV, odległej od elektrowni o 23 km. Ob-
sługa podała sygnał na wyłączenie, a stan wyłączenia został następnie potwier-
dzony przez odpowiedni układ kontrolny. Niestety, ze względu na uszkodzenie 
wyłącznika, styki fazy L3 nie zostały rozwarte. Ten fakt nie był sygnalizowany 
obsłudze bloku w elektrowni. 
Etap 3. Wyłączenie wzbudzenia generatora. Po tej czynności, napięcie na odłą-
czonym generatorze powinno zaniknąć. Tak się jednak nie stało, gdyż generator 
pozostał połączony z systemem poprzez fazę L3 linii i transformator blokowy. 
Ze względu na sposób połączenia uzwojeń transformatora blokowego (Yd), ge-
nerator był w tym etapie zasilany dwiema fazami i pracował jako silnik asyn-
chroniczny z niesymetrycznym zasilaniem. Łączy się to z wystąpieniem w ma-
szynie dużej wartości prądu składowej przeciwnej. Prowadzi to do szybkiego 
nagrzewania się żelaza i uzwojeń generatora. 
Etap 4. Obsługa widząc za pośrednictwem przyrządów pomiarowych, że gene-
rator pozostaje obciążony, zastosowała procedurę jego awaryjnego wyłączenia. 
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Polegała ona w tym przypadku, na załączeniu zwieracza ZW, co spowodowało 
sztuczne zwarcie doziemne fazy L1 linii i w następstwie, jej wyłączenie przez 
zabezpieczenie za pośrednictwem wyłącznika W. Ze względu jednak na nie-
sprawność wyłącznika, jego stan nie uległ zmianie. Ten etap charakteryzuje się 
skomplikowanym układem połączeń na odcinku generator-transformator-roz-
dzielnia ze zwarciem doziemnym przez zwieracz. Zwarcie to nie zostaje wyłą-
czone przez zabezpieczenia znajdujące się w rozdzielni, ze względu na niespraw-
ność wyłącznika generatora i brak tak zwanej lokalnej rezerwy wyłącznikowej. Jest 
to automatyka, która w tym przypadku, po stwierdzeniu obecności prądu w jed-
nej fazie linii pomimo 'otwarcia wyłącznika', mogłaby spowodować odłączenie 
rozpatrywanego bloku od innych źródeł zasilania, znajdujących się w systemie. 
Stosunkowo mały prąd płynący w jednej fazie linii w kierunku generatora (zasi-
lanie miejsca zwarcia odbywa się poprzez uzwojenia transformatora – rys. 1.10) 
okazał się dla niego zgubny, głównie ze względu na bardzo niszczącą pracę przy 
niesymetrycznych prądach. 
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Rys. 1.11. Amplitudy składowej zgodnej i przeciwnej prądów generatora 

Gwałtowne nagrzewanie się wirnika doprowadziło do rozluźnienia mocowania 
uzwojeń i całkowitego zniszczenia generatora, turbiny i pobliskiego otoczenia. □ 

Przykład ten pokazuje, jak ważne w automatyce elektroenergetycznej 
są zagadnienia nie tylko poprawnej konstrukcji poszczególnych urzą-
dzeń, ale także odpowiednie rozwiązania układowe i diagnostyka. 
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1.3 Zadania elektroenergetycznej automatyki 
zabezpieczeniowej 

1.3.1 Zadania automatyki eliminacyjnej 

Poszczególne elementy systemu elektroenergetycznego są projektowane 
przy założeniu, że warunki ich pracy będą zbliżone do znamionowych. 
Odstępstwa od tych założeń mogą prowadzić do katastrofalnych skut-
ków. Szczególnie groźne są zwarcia wielkoprądowe, które prowadzą do 
wystąpienia prądów wielokrotnie przekraczających wartości znamio-
nowe. Poprawne zaprojektowanie elementów systemu, jego należyta eks-
ploatacja z zachowaniem przez obsługę wymaganych procedur, znacznie 
redukuje prawdopodobieństwo wystąpienia awarii, ale nie eliminuje ich 
całkowicie. 

Zadaniem elektroenergetycznej automatyki zabezpieczeniowej jest 
szybkie wykrycie awarii jak najbliżej miejsca jej wystąpienia i jej odsepa-
rowanie od reszty systemu za pomocą wyłączników, w jak najkrótszym 
czasie. Opisana funkcja jest zadaniem tak zwanej automatyki eliminacyj-
nej, której działania obejmują przede wszystkim zwarcia, gdyż pośred-
nictwo personelu w likwidacji takich awarii nie może być brane pod 
uwagę. W wielu jednak przypadkach interwencja nie musi zachodzić na-
tychmiast, gdyż dozwolona jest praca układu z obniżonymi parametrami, 
na przykład, z obniżoną rezystancją izolacji. W takim przypadku działa-
nie układu automatyki sprowadza się do sygnalizacji wystąpienia okre-
ślonego stanu lub sporządzenia odpowiedniego raportu. 

Należy podkreślić, że zadaniem rozpatrywanych tu układów jest ogra-
niczenie skutków awarii, a nie przeciwdziałanie wystąpieniu samych za-
grożeń. Również ważną rolą zabezpieczeń przekaźnikowych jest ograni-
czenie wynikających z awarii zagrożeń dla obsługującego personelu i in-
nych ludzi. 

1.3.2 Funkcje dodatkowe przekaźników zabezpieczeniowych 

Układy automatyki zabezpieczeniowej podejmują decyzje na podstawie 
zgromadzonych informacji o przebiegu zakłócenia. Te informacje są bar-
dzo cenne dla podejmowania działań profilaktycznych i serwisowych. W 
celu ich wykorzystania, nowoczesne układy zabezpieczeń realizują także 
dodatkowe funkcje, z których najważniejsze to:  
- rejestracja zakłóceń, 
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- lokalizacja miejsca zwarcia, 
- monitorowanie zużycia wyłączników. 
W przypadku przekaźników cyfrowych rejestracja zakłóceń jest prosta w 
realizacji. Przebiegi prądów i napięć są rejestrowane z zapisem czasu róż-
nych zdarzeń w stacji elektroenergetycznej, co ułatwia określenie przy-
czyny wystąpienia zakłócenia. 

Lokalizatory miejsca zwarcia są często standardowym wyposażeniem 
przekaźników do zabezpieczeń linii elektroenergetycznych. Czas wyko-
nywania odpowiednich obliczeń, prowadzących do określenia odległości 
do miejsca zwarcia nie jest w tym przypadku krytyczny, wobec czego 
mogą być stosowane bardzo wyrafinowane algorytmy, pozwalające zre-
dukować błąd oceny do ok. 1% [15]. Informacja o miejscu wystąpienia 
zwarcia trwałego pozwala ekipie naprawczej szybko usunąć uszkodze-
nie. 

Zużycie wyłączników jest, między innymi, funkcją liczby wyłączeń 
oraz wartości przerywanych prądów. Obie te wielkości można łatwo re-
jestrować w przekaźniku, który steruje danym wyłącznikiem. 

Należy zauważyć, że wraz z rozwojem technologii mikroprocesoro-
wych, wzrasta liczba zadań dodatkowych, realizowanych przez trady-
cyjne przekaźniki zabezpieczeniowe. 

1.4 Koncepcja zabezpieczeń przekaźnikowych 

1.4.1 Struktura systemu zabezpieczeń 

Mówiąc o zabezpieczeniu jakiegoś obiektu elektroenergetycznego należy 
rozróżnić układ (system) zabezpieczeń od przekaźnika zabezpieczenio-
wego (ang. relay). Elementy systemu zabezpieczeń są pokazane na rys. 
1.12. W ogólnym przypadku, sygnały pomiarowe mogą pochodzić z kilku 
jedno- lub trójfazowych zestawów przekładników prądowych i napięcio-
wych, a wyjście przekaźnika może być podawane na kilka grup wyłącz-
ników trójfazowych.  Przykład takiej struktury zabezpieczenia jest po-
dany na rys. 1.13. Odnosi się to do struktury zabezpieczenia różnicowego 
transformatora trójuzwojeniowego. Prądy są mierzone ze wszystkich 
stron transformatora, a decyzja zabezpieczenia jest również przekazy-
wana na znajdujące się tam wyłączniki. 

Widoczna na rys. 1.12 bateria jest niezależnym źródłem energii elek-
trycznej, które umożliwia funkcjonowanie zabezpieczeń (łącznie z napę-
dem wyłącznika), niezależnie od warunków zasilania obiektu. 
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Koncepcja funkcjonowa-
nia zabezpieczeń i formowa-
nia strategii zabezpieczania 
systemu elektroenergetycz-
nego przed konsekwencjami 
zwarć powstawała w miarę 
rozwoju tego systemu. W 
kształtowaniu strategii 
ochrony systemu obowią-
zują pewne podstawowe za-
sady, które muszą być speł-
nione aby zadania zabezpie-
czenia obiektów były speł-

nione. Bierze się przy tym pod uwagę następujące przesłanki: 
- zwarcie może powstać w każdym miejscu systemu, 
- zawieść mogą również elementy zabezpieczenia, 
- uszkodzenie powinno w jak najmniejszym stopniu zakłócać pracę 

zdrowej części systemu. 
Na bazie dwóch pierwszych przesłanek zostały ustalone zasady 

kształtowania zabezpieczanych stref oraz hierarchiczna struktura auto-
matyki zabezpieczeniowej. 
Sposób kształtowania za-
bezpieczanych stref jest ilu-
strowana na rys. 1.14. Na-
leży zauważyć, że podsta-
wowym elementem wyko-
nawczym zabezpieczenia 
jest wyłącznik. Zatem, li-
kwidacja zwarcia w okre-
ślonej strefie przez zabez-

pieczenie oznacza podanie sygnałów wyłączających wszystkie wyłącz-
niki na granicach tej strefy. 

W celu ochrony przed skutkami uszkodzeń w samym układzie zabez-
pieczeniowym wprowadza się podział zabezpieczeń na zabezpieczenia 
podstawowe (ang. primary protection) oraz rezerwowe (ang. back-up protec-
tion). Zabezpieczenie rezerwowe odnosi się do następnej w kolejności 
strefy ochrony danego obszaru. Odpowiedni przykład jest pokazany na 
rys. 1.15. 
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Rys. 1.12. Struktura układu zabezpieczeń 
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Rys. 1.13. Struktura zabezpieczenia różnico-
wego transformatora trójuzwojeniowego 
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Rys. 1.15. Ilustracja koncepcji zabezpieczeń rezerwowych 

W przypadku zwarcia na szynach S1 powinny zostać wyłączone wy-
łączniki W3, W4 oraz W5 przez zabezpieczenie podstawowe szyn. Jeśli jed-
nak zwarcie trwa dłużej niż przewidziany czas jego wyłączenia, to z od-
powiednią zwłoką działają zabezpieczenia rezerwowe umieszczone w są-
siednich stacjach, powodując wyłączenie wyłączników W1, W2 oraz W6. 
Podobnie, zabezpieczenia rezerwowe transformatora T powodują wyłą-
czenie wyłączników W1, W2 oraz W9, W10. Koncepcja rezerwowania za-
bezpieczeń przewiduje, że w ich skład nie może wchodzić żaden element 
układu zabezpieczeń podstawowych. 

1.4.2 Struktura przekaźnika cyfrowego 

Zabezpieczenie elektroenergetyczne realizuje swoje zadanie w oparciu o 
pomiar, a jego działanie objawia się w postaci wyłączenia odpowiedniego 
wyłącznika (lub grupy wyłączników). Najważniejszym elementem tego 
układu jest przekaźnik zabezpieczeniowy (rys. 1.12). Struktura logiczna 
przekaźnika cyfrowego jest pokazana na rys. 1.16. 
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szyn 400 kV
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Rys. 1.14. Przykład kształtowania stref zabezpieczeń podstawowych 
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Rys. 1.16. Struktura cyfrowego przekaźnika zabezpieczeniowego 

Podstawowe funkcje przekaźnika są realizowane w czterech kolejno 
występujących po sobie układach: 
- Układ wejść analogowych ma za zadanie dostosowanie skali sygnałów 

prądowych i napięciowych podawanych z odpowiednich przekładni-
ków, do wymagań przetworników analogowo-cyfrowych i ich za-
mianę na postać cyfrową. Ze względu na duży zakres zmian mierzo-
nych prądów (niekiedy większy niż stukrotny), szczególnie trudne jest 
rozwiązanie toru prądowego. Znajdują się tam również układy zabez-
pieczające przed wpływem zakłóceń elektromagnetycznych, przekazy-
wanych przez przewody prądowe i napięciowe. Istotnym elementem 
układu wejść analogowych w każdym torze pomiarowym jest analo-
gowy filtr odcinający, zawężający pasmo sygnału wejściowego do wy-
magań wynikających z częstotliwości próbkowania (patrz p. 2.2). 

- Układ pomiarowy służy do określenia wielkości elektrycznych, które 
są podstawą do podjęcia decyzji przez zabezpieczenie. Są to tak zwane 
wielkości kryterialne zabezpieczenia. Odbywa się to w układzie mikro-
procesorowym zgodnie z odpowiednimi algorytmami pomiarowymi. 

- Układ decyzyjny jest również realizowany w technice mikroprocesoro-
wej i ma na celu określenie, czy w nadzorowanym obiekcie nastąpiło 
zdarzenie, które wymaga interwencji zabezpieczenia (najczęściej jest to 
podanie sygnału otwierającego wyłącznik). W najprostszym przy-
padku układ decyzyjny jest komparatorem, w którym następuje po-
równanie wielkości kryterialnej z progiem (nastawą przekaźnika). W 
wielu przypadkach decyzja przekaźnika jest uzależniona od stanu róż-
nych łączników w nadzorowanej strefie (blokady, położenie 



34 1 Wprowadzenie do elektroenergetycznej automatyki zabezpieczeniowej 

wyłączników lub odłączników, sygnały od innych układów automa-
tyki). Te sygnały są wprowadzane do przekaźnika przez układ wejść 
dwustanowych. 

- Układ wyjściowy ma na celu energetyczne dopasowanie sygnału decy-
zyjnego do wymagań obwodu sterującego wyłącznikiem. Ponieważ sy-
gnały te mają charakter dwustanowy, więc elementami wykonaw-
czymi są zazwyczaj odpowiednie przekaźniki. 
Dalsze rozdziały książki są poświęcone projektowaniu i ocenie proce-

dur składających się na układ pomiarowy i decyzyjny przekaźnika. 
Na rys. 1.16 pokazane są jeszcze dwa dodatkowe bloki przekaźnika, w 

których realizowane są pomocnicze funkcje zabezpieczenia (opisane w p. 
1.3.2) oraz zadania komunikacji. Te ostatnie umożliwiają komunikację lo-
kalną z personelem (poprzez odpowiednie złącze komunikacyjne) lub po-
łączenie z systemem komputerowym stacji. Funkcje te umożliwiają 
szybką analizę stanu awaryjnego w stacji, zmianę nastaw zabezpieczenia 
lub sterowanie wyłącznikami poprzez przekaźnik. 

1.4.3 Podstawowe charakterystyki zabezpieczeń 

Charakterystyki, według których są oceniane zabezpieczenia, są bezpo-
średnio związane z zadaniami, jakie te układy powinny wypełniać. Zwy-
kle wymienia się następujące podstawowe charakterystyki: niezawod-
ność, selektywność, szybkość działania oraz czułość. 

Niezawodność (ang. reliability) jest rozumiana jako miara pewności wy-
pełniania założonych funkcji. W przypadku zabezpieczeń, zawodne dzia-
łanie może oznaczać wyłączenie chronionego obiektu w przypadku, gdy 
nie był on zagrożony (działanie nadmiarowe), jak również brak takiego 
wyłączenia w przypadku jego zagrożenia (działanie brakujące). Nieza-
wodność jest bliżej charakteryzowana przez pewność i bezpieczeństwo 
działania [13]. Ważną cechą systemu zabezpieczeń jest pewność działania 
(ang. dependability), która jest rozumiana jako zdolność likwidacji dowol-
nego zagrożenia. Oznacza to, że pewny system zabezpieczeń powinien 
gwarantować wyłączenie zwarcia (zagrożenia) przez któreś z zabezpie-
czeń tego systemu. Bezpieczeństwo funkcjonowania (ang. security) systemu 
zabezpieczeń oznacza jego odporność na zbędne (nadmiarowe) działanie. 
Można zauważyć, że usiłowanie uzyskania większej pewności działania 
zabezpieczeń może prowadzić do zmniejszenia ich bezpieczeństwa. 

Istotnym problemem związanym z niezawodnością pracy zabezpie-
czeń jest dobór niezawodnych urządzeń wchodzących w skład systemu 
zabezpieczeń oraz jego diagnostyka. Podkreślić należy, że w 
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przeciwieństwie do innych urządzeń systemu elektroenergetycznego, 
układy zabezpieczeń działają bardzo rzadko, a niektóre z nich mogą w 
ogólne nie zadziałać w czasie pełnienia swojego zadania. Ta rzadka oka-
zja do działania podczas awarii wymaga jednak wysokiej niezawodności 
całego systemu. 

Selektywność (wybiórczość) (ang. selectivity) odnosi się do zdolności 
rozróżniania przez zabezpieczenie strefy wystąpienia zagrożenia. Wy-
móg wysokiej selektywności jest podyktowany potrzebą likwidacji awarii 
w miejscu jak najbliższym jej wystąpienia, przy jednoczesnej ochronie po-
zostałej części systemu. 

Szybkość działania (ang. speed) zabezpieczeń powinna zapewnić 
ochronę obiektów elektroenergetycznych przed poważnym uszkodze-
niem oraz rozprzestrzenianiem się awarii. Zazwyczaj mówi się, że zabez-
pieczenia powinny działać tak szybko, jak to jest tylko możliwe. Należy 
jednak zauważyć, że szybkość pozostaje w opozycji do innych charakte-
rystyk zabezpieczenia, jak selektywność, czy pewność. Ponadto, o szyb-
kości wyłączenia zwarcia decyduje nie tylko zwłoka na podjęcie decyzji 
przez przekaźnik, ale również szybkość pozostałych elementów układu 
zabezpieczeń, w szczególności, wyłącznika. To sprawia, że parametr ten 
jest mocno związany z ceną całej instalacji. Graniczne czasy działania za-
bezpieczeń podstawowych są uzależnione od spodziewanej destrukcji 
wynikającej z braku wyłączenia zwarcia. To zaś zależy od poziomu na-
pięcia i ważności chronionego obiektu dla niezawodnej pracy systemu 
elektroenergetycznego. 

Ze względu na szybkość działania, w literaturze można spotkać nastę-
pujący podział przekaźników zabezpieczeniowych [3], [11], [13]: 
- Przekaźniki bezzwłoczne (ang. instantaneous), stosowane w tak zwanych 

zabezpieczeniach odcinających, które służą do likwidacji ewidentnych 
zwarć. Decyzja przekaźnika jest w tym przypadku określana bezpo-
średnio po spełnieniu odpowiednich kryteriów działania. Czas działa-
nia tych przekaźników waha się w granicach od kilkudziesięciu do kil-
kuset milisekund. 

- Przekaźniki zwłoczne (ang. time-delay) mają sztucznie wprowadzoną 
zwłokę czasową w członie decyzyjnym. Ta zwłoka ma na celu poprawę 
pewności i selektywności działania oraz koordynację z innymi zabez-
pieczeniami tej samej i sąsiednich stref. 

- Ultra-szybkie przekaźniki (ang. ultra high-speed) mają czas działania nie 
większy niż 5 ms i służą do ochrony szczególnie odpowiedzialnych 
obiektów od zwarć wielkoprądowych. 
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Niekiedy czas działania zabezpieczenia nie jest krytyczny i wówczas 
szybkość reakcji przekaźnika jest określana w sekundach. Ma to miejsce 
na przykład w zabezpieczeniach przeciążeniowych lub w niektórych 
przypadkach zwarć doziemnych w sieciach ŚN. 

Czułość zabezpieczenia (ang. sensitivity) charakteryzuje zdolność odróż-
niania stanu zagrożenia od stanu normalnego chronionego obiektu. W 
najprostszym przypadku oznacza to zdolność oceny przez przekaźnik, 
czy wielkość kryterialna przekroczyła zadany próg. Parametr ten w dużej 
mierze zależy od sposobu funkcjonowania zabezpieczenia i zjawisk za-
chodzących w zabezpieczanej strefie. Na przykład, miarą czułości zabez-
pieczenia nadprądowego jest stosunek minimalnego prądu zwarcia w 
chronionej strefie do prądu przyjętego jako próg działania zabezpieczenia 
[43]. 

1.5 Kryteria stosowane w zabezpieczeniach 
elektroenergetycznych 

Bez przesady można powiedzieć, że kryterium stosowane w zabezpiecze-
niu określa podstawową idee jego działania. Najczęściej rozumie się 
przez nie zespół wielkości elektrycznych, które mogą służyć do oceny ro-
dzaju zjawisk zachodzących w nadzorowanej strefie oraz odpowiadają-
cych im wielkości progowych, których przekroczenie można wykorzy-
stać do odróżnienia normalnego i awaryjnego stanu procesu. Wybór kry-
terium w sposób istotny decyduje o wymienionych powyżej właściwo-
ściach zabezpieczenia. Kryterium w sposób skrótowy opisuje sposób 
działania zabezpieczenia, rozumianego łącznie jako zespół składający się 
z odpowiedniego przekaźnika, konfiguracji przekładników pomiaro-
wych i wyłączników. W tym sensie stosowane są określenia: przekaźnik 
nadprądowy, odległościowy itd. 

Kryteria stosowane w przekaźnikach elektromechanicznych były ści-
śle powiązane z możliwością wykonania odpowiednich ustrojów pomia-
rowych. Te ograniczenia były nieco mniejsze w tak zwanych przekaźni-
kach statycznych, wykonanych w oparciu o technologie układów analo-
gowych. W przekaźnikach cyfrowych praktycznie nie ma algorytmicz-
nych ograniczeń w uzyskaniu odpowiednich zależności wynikających z 
definicji wielkości kryterialnych. Tym niemniej, podstawowe kryteria sto-
sowane obecnie w zabezpieczeniach cyfrowych nie odbiegają istotnie od 
tych, które były definiowane na potrzeby przekaźników elektromecha-
nicznych i statycznych. Różnice dotyczą natomiast możliwości filtracyj-
nych algorytmów cyfrowych, jednoczesnego stosowania wielu 
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kryteriów, czasów działania oraz funkcji dodatkowych, realizowanych w 
tych przekaźnikach. 

Kryteria zabezpieczeniowe można podzielić na dwie grupy, w zależ-
ności od logicznego warunku ich spełnienia: kryteria nadmiarowe — gdy 
odpowiednie warunki zachodzą przy wzroście wielkości kryterialnej po-
nad wartość zadaną oraz kryteria niedomiarowe — jeśli spełnienie warunku 
następuje w rezultacie obniżenia wielkości kryterialnej. W logice dwu-
wartościowej, kryterium nadmiarowe można określić następująco*: 

 
1 jeśli  ,
0 jeśli  ,

s g
r

s g


  
 (1.1) 

gdzie: r  jest sygnałem decyzyjnym przekaźnika, s  oznacza wielkość kry-
terialną (prąd, napięcie, kąt itp.), g  jest progiem działania przekaźnika 
(wielkość rozruchowa). W przypadku kryterium niedomiarowego znaki 
porównania w (1.1) będą przeciwne. Układy lub algorytmy działające 
zgodnie z zasadą (1.1) nazywają się komparatorami. 

Poniżej przedstawione są podstawowe cechy wybranych kryteriów 
stosowanych w zabezpieczeniach elektroenergetycznych. Należy pod-
kreślić, że poszczególne wykonania przekaźników mogą niekiedy odbie-
gać od standardowych zasad, co może w znacznej mierze decydować o 
ich właściwościach. W poniższym opisie pominięto sposoby określania 
nastaw zabezpieczeń stosowanych w poszczególnych rodzajach obiek-
tów. Informacje na ten temat można znaleźć w bogatej literaturze specja-
listycznej [3], [13], [29], [32], [35], [39], [40], [43]. Należy podkreślić, że po-
dane kryteria daleko nie wyczerpują zbioru znanych metod mających za-
stosowanie do wykrywania zagrożeń w pracy systemu. 

1.5.1 Kryterium nadprądowe 

Kryterium nadprądowe jest chyba najbardziej naturalnym sposobem wy-
krycia zwarć wielkoprądowych. W charakterze wielkości kryterialnej s  
(1.1) stosowane są różne funkcje prądów systemu trójfazowego, jak na 
przykład: wartość skuteczna prądu wybranej fazy lub suma tych wartości 
we wszystkich fazach, wartość skuteczna składowych symetrycznych 
(zgodnej, przeciwnej lub zerowej), amplituda wybranej harmonicznej itp. 

 
* W p. 6.3 podane są definicje odnoszące się do logiki wielowartościowej. 
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W celu zapewnienia wysokiej selektywności zabezpieczenia oraz ko-
ordynacji z innymi zabezpieczeniami, kryterium nadprądowe jest łą-
czone z dodatkową zwłoką lub z innymi kryteriami. 

Zwłoczne działanie zabezpieczenia oznacza, że decyzja o wyłączeniu 
może być podjęta przez przekaźnik wówczas, gdy kryterium jest speł-
nione przez określony odcinek czasu pt , zwany zwłoką czasową. Wartość 

zwłoki czasowej może być stała (niezależna charakterystyka czasowa) lub 
zmienna, w zależności od wartości prądu, który jest wielkością kryte-
rialną. W tym ostatnim przypadku mówi się o kryterium nadprądowym 
zwłocznym z charakterystyką zależną. Przebieg charakterystyk określających 
zwłokę działania przekaźnika jest pokazana na rys. 1.17. 

Irp
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prąd prąd

a) b)

 

Rys. 1.17. Charakterystyki czasowo-prądowe przekaźników nadprądowych 
zwłocznych: niezależna (a) oraz zależna (b) 

Charakterystyka zależna jest normowana, a jej przebieg powinien być 
dostosowany do zastosowania, przy czym, im większa jest wartość 
prądu, tym wprowadzana zwłoka jest mniejsza. Jest to zgodne z charak-
terystyką odporności zabezpieczanych obiektów na przeciążenia prą-
dowe. 

Zabezpieczenia nadprądowe są najbardziej rozpowszechnionym ty-
pem zabezpieczeń stosowanych w systemie elektroenergetycznym. Są 
one stosowane między innymi, jako zabezpieczenia odcinające linii i ma-
szyn elektrycznych oraz zabezpieczenia przeciążeniowe (do ochrony 
obiektu przed zwiększonym obciążeniem). W sieciach z dwustronnym 
zasilaniem, a także w sieciach zamkniętych (rys. 1.18), zabezpieczenie 
nadprądowe nie jest w stanie rozróżnić, czy zwarcie nastąpiło z przodu 
(w chronionej strefie — F1), czy też z tyłu (poza strefą — F2) względem 
przekładników umieszczonych w chronionej linii. Nie jest w takim przy-
padku możliwe spełnienie warunków selektywnej i bezpiecznej pracy za-
bezpieczenia. 
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W celu usunięcia tej 
niejednoznaczności w 
określaniu miejsca zwar-
cia, stosuje się dodatkowe 
kryterium kierunku 
zwarcia. Wykorzystuje się 
tu, na przykład, kierunek 
(kąt) przepływu mocy 
mierzonej przez przekaź-
nik. W tym celu, oprócz 

prądu, powinno być również mierzone napięcie na szynach stacji (rys. 
1.19). Kryterium kierunkowe (kątowe) można zapisać następująco: 

 
1 jeśli  ,
0 jeśli  ,

s g
r

s g
 

 


  

  (1.2) 

gdzie: r  jest sygnałem decyzyjnym przekaźnika (członu) kierunkowego, 

s  oznacza wielkość kryterialną (kąt), g  jest progiem działania przekaź-
nika (wartość rozruchowa). 

Należy zauważyć, że zależność 
(1.2) pokazuje jedynie ideę kryte-
rium kierunkowego. W rzeczywisto-
ści, kierunek (kąt) w (1.2) jest najczę-
ściej definiowany w odniesieniu do 
składowych ortogonalnych zespolo-
nego sygnału reprezentującego pod-
stawową harmoniczną prądu i na-
pięcia (lub ich kombinacji), więc w 
praktycznych realizacjach odpo-

wiedni komparator jest budowany w oparciu o zależności pomiędzy tymi 
właśnie wielkościami zespolonymi [29], [35]. 

W charakterze wielkości kryterialnej s  stosuje się kąt pomiędzy wek-
torami prądu zwarciowego i innej wielkości, którą można uznać za war-
tość odniesienia. Wielkość odniesienia jest definiowana w postaci odpo-
wiedniej kombinacji wektorów napięć, a niekiedy także prądów, które za-
leżą od rodzaju zabezpieczanego obiektu i występującego zwarcia. Za-
bezpieczenie nadprądowe kierunkowe działa na wyłączenie, jeśli speł-
nione są jednocześnie: kryterium nadprądowe oraz kątowe (z uwzględ-
nieniem odpowiedniej zwłoki). 

BA
F1 F2

Przekaźnik  

Rys. 1.18. Zabezpieczana strefa w linii dwu-
stronnie zasilanej 

Przekaźnik
 

Rys. 1.19. Struktura zabezpieczenia
nadprądowego kierunkowego 
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1.5.2 Kryterium nad- i podnapięciowe 

Na podobnej do przedstawionej powyżej zasadzie działają również prze-
kaźniki z kryteriami nad- oraz podnapięciowymi. Kryterium podnapię-
ciowe stosowane jest do potwierdzenia wykrycia zwarcia wysokoprądo-
wego. Charakterystyczny jest wówczas, oprócz wzrostu prądu, również 
duży spadek napięcia. Poza tym, kontrola wartości napięcia zasilającego 
jest wymagana przy załączeniu niektórych typów odbiorników, na przy-
kład, silników elektrycznych. 

Kryterium nadnapięciowe jest stosowane w zabezpieczeniach chronią-
cych przed długotrwałym wzrostem napięcia w rezultacie uszkodzenia 
układów automatycznej regulacji napięcia lub przełączeń w sieci (także 
niektórych zwarć). Wzrost napięcia powoduje szybkie obniżenie parame-
trów izolacji. W maszynach elektrycznych z rdzeniami ferromagnetycz-
nymi, podwyższenie napięcia powoduje gwałtowny wzrost prądu ma-
gnesującego i zwiększone ich nagrzewanie. Podobny efekt występuje 
również w przypadku obniżenia się częstotliwości. Stąd też w przypadku 
generatorów, do kontroli stopnia nasycenia rdzenia, odpowiednią wiel-
kością kryterialną jest stosunek napięcia do częstotliwości (V/Hz) [13]. 

Kryterium nadnapięciowe jest także wykorzystywane do wykrywania 
zwarć doziemnych w sieciach ŚN, pracujących z izolowanym punktem 
neutralnym. Napięcie składowej zerowej 0U  może w takim przypadku 
osiągać wartości bliskie napięciu fazowemu sieci. 

1.5.3 Kryterium różnicowoprądowe 

Kryterium różnicowoprądowe jest podstawą realizacji jednych z najbar-
dziej czułych i skutecznych zabezpieczeń zwarciowych. Istota tego kryte-
rium jest pokazana na rys. 1.20. Strefa działania zabezpieczenia jest ogra-
niczona przez przekładniki prądowe PP1 i PP2. Wielkością kryterialną jest 
wartość prądu różnicowego (wartość skuteczna lub amplituda wybranej 
harmonicznej), który w odniesieniu do wielkości chwilowych można zde-
finiować następująco (rys. 1.20) 

 1 2d s si i i   (1.3) 
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Podczas normalnej pracy układu lub przy zwarciu na zewnątrz strefy 
(zwarcie F1 na rys. 1.20), prądy 1pi  oraz 2pi  (a zatem i prądy w obwodzie 

wtórnym: 1si , 2si ) są sobie równe. W takim przypadku wielkość kryte-
rialna jest równa zero. Inny obraz występuje podczas zwarcia wewnątrz 
zabezpieczanej strefy (zwarcie F2). Wówczas oba prądy są skierowane do 
miejsca zwarcia, a prąd różnicowy przybiera duże wartości. Przykładowe 
przebiegi prądów dla tego przypadku są pokazane na rys. 1.21. Można 
zauważyć, że warunki rozróżnienia miejsca zwarcia są spełnione również 
wówczas, gdy układ jest zasilany tylko z jednej strony. 

Zabezpieczenie różnicowe 
działa według kryterium nadprą-
dowego, jednak wielkość kryte-
rialna jest tu inaczej definiowana. 
Ze względu na wysoką selektyw-
ność stosowanego kryterium, war-
tość rozruchowa g  (1.1) może przyj-
mować małe wartości, co jednocze-
śnie zwiększa czułość zabezpiecze-
nia. Należy jednak zwrócić uwagę 
na zakłócenia w pracy rozpatrywa-
nego zabezpieczenia.  

Zasadnicze przyczyny, zakłóca-
jące opisaną powyżej zasadę dzia-
łania zabezpieczenia różnicowego, 
są wynikiem błędów transformacji 
przekładników prądowych 

Obiekt

Przekaźnik

ip1

is1

ip2

is2

id

PP1 PP2F2 F1

 

Rys. 1.20. Ilustracja zasady działania zabezpieczenia różnicowoprądowego 
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Rys. 1.21. Przebiegi prądów przy 
zwarciu wewnątrz zabezpieczanej 

strefy 
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(głównie w rezultacie nasycenia rdzenia lub niedopasowania przekładni) 
oraz pojawieniem się prądu poprzecznego w zabezpieczanym obiekcie 
(upływność przez izolację, prąd pojemnościowy, prądy wirowe lub prąd 
magnesujący). Czynniki te znacznie obniżają właściwości kryterium róż-
nicowoprądowego. 

Podstawowym środkiem zaradczym jest stabilizacja zabezpieczenia, 
która polega na uzależnieniu prądu różnicowego, który jest w tym przy-
padku także prądem rozruchowym ri  przekaźnika, od wartości prądu 
odniesienia, zwanego prądem stabilizującym. Prąd ten może być różnie 
definiowany w zależności od charakteru obiektu, na przykład: 
- w przypadku obiektu z dwoma odejściami (linia, transformator dwuu-

zwojeniowy): 

 1 2st s si i i  , (1.4a) 

- w przypadku obiektu z L  odejściami (transformator wielouzwoje-
niowy, szyny stacji): 

 
1

L

st sj
j

i i


 , (1.4b) 

gdzie: sji  jest wartością chwilową prądu wtórnego w j -tym przekładniku. 

Do określenia wartości prądu rozruchowego stosuje się w tym przy-
padku charakterystykę określoną przez funkcję )( stIf  ( stI  — wartość 
skuteczna prądu stabilizującego sti ) o postaci jak na rys. 1.22, która roz-
dziela płaszczyznę decyzyjną przekaźnika na obszary działania i niedzia-

łania ( 0rpI  jest początkowym 

prądem rozruchowym). Prze-
bieg tej charakterystyki zależy 
od charakteru obiektu i wyma-
ganych właściwości zabezpie-
czenia. Należy zauważyć, że 
prądy: różnicowy (rozru-
chowy) i stabilizujący są repre-
zentowane przez odpowiednie 
wartości skuteczne. Związane 
z tym kryterium różnicowoprą-
dowe stabilizowane przyjmuje 
następującą formę: 

Ir

Ist

obszar
niedziałania

obszar
działania

Irp0

 

Rys. 1.22. Charakterystyka rozruchowa prze-
kaźnika różnicowego stabilizowanego 
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Bardziej szczegółowy opis kryterium różnicowoprądowego w odnie-
sieniu do zabezpieczenia transformatora jest podany w p. 6.3.7, gdzie 
przedstawione są także zjawiska towarzyszące różnym stanom pracy 
transformatora i sposób ich detekcji. 

Zabezpieczenia różnicowoprądowe są stosowane w charakterze pod-
stawowych zabezpieczeń takich obiektów, jak: generatory, transforma-
tory, szyny zbiorcze rozdzielni, krótkie linie. 

1.5.4 Kryterium podimpedancyjne  

Kryterium impedancyjne polega na porównaniu impedancji mierzonej 
przez przekaźnik (która jest najczęściej rozumiana jako iloraz wektorów 
napięcia i prądu) z impedancją odniesienia. Ponieważ wielkość kryte-
rialna jest w tym przypadku dwuwymiarowa (rezystancja i reaktancja), 
więc funkcja odpowiedniego komparatora polega na stwierdzeniu, czy 
wektor, reprezentujący wielkość kryterialną, znajduje się w zdefiniowa-
nym obszarze, czy też poza nim (rys. 1.23). Nazwa: kryterium podimpe-
dancyjne łączy się z tym, że podczas zwarcia w zabezpieczanej strefie, im-

pedancja pętli zwarciowej 
gwałtownie się zmniejsza. 

Pokazany na rys. 1.23 
okrąg oddziela strefę nie-
działania zabezpieczenia (na 
zewnątrz okręgu) od ob-
szaru, gdy wynik komparacji 
jest równy jeden (wewnątrz 
okręgu). Położenie mierzonej 
impedancji sZ  poza okrę-

giem wskazuje na pracę nor-
malną lub zwarcie poza chro-
nioną strefą. Komparator 
podimpedancyjny może być 
zdefiniowany następująco: 

 s 0

s 0

1 jeśli  Z ,
0 jeśli  Z ,

Z g
r

Z g
     

 (1.6) 
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działania
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Zs2Zs1

 

Rys. 1.23. Zasada działania komparatora 
podimpedancyjnego 
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gdzie: 0Z  jest wektorem, określającym położenie środka okręgu, nato-
miast g  pełni w tym przypadku funkcję promienia okręgu; impedancja 

sZ  jest określana z pomiarów: 

 m
s

m

UZ
I

 , (1.7) 

gdzie: mU , mI — wektory, odpowiednio, napięcia i prądu mierzone przez 
przekaźnik. 

Można zauważyć, że przez odpowiednie ukształtowanie charaktery-
styki przekaźnika podimpedancyjnego można równocześnie uzyskać 
kontrolę kierunku wystąpienia zwarcia. Kształtowanie tej charaktery-
styki jest ważnym etapem projektowania przekaźnika. 

Kryterium podimpedancyjne jest najczęściej stosowane w zabezpie-
czeniach linii [31], [32], [41]. Ma ono tutaj prostą interpretację fizyczną. 
Ilustruje to rys. 1.24. Na rys. 1.24b pokazana jest charakterystyka przekaź-
nika z zaznaczoną impedancją linii LZ . Jeśli w linii wystąpi zwarcie bez-
pośrednie (z zerową rezystancją przejścia 0FR ), to impedancja sZ  
ustali się na tej właśnie prostej w odległości od początku układu współ-
rzędnych, proporcjonalnej do odległości do miejsca zwarcia w linii (

1ss ZZ  ). Stąd też, w odniesieniu do tych zabezpieczeń stosowana jest 
nazwa zabezpieczenia odległościowe (ang. distance protection). Jeśli zwarciu 
towarzyszy łuk zwarciowy lub inna rezystancja przejścia o wartości FR , 
to przy jednostronnym zasilaniu, impedancja na wejściu komparatora 
podimpedancyjnego będzie miała wartość sFZ . W przypadku linii (lub 
innego obiektu) dwustronnie zasilanej, prąd mierzony przez przekaźnik 
jest tylko częścią prądu zwarciowego i wówczas rezystancja zwarcia ob-
jawia się w algorytmie pomiarowym jako impedancja, której moduł i kąt 
zależy od konfiguracji sieci i parametrów zastępczych źródeł po obu stro-
nach linii (rys. 1.24c) (ang. infeed effect). W celu odstrojenia zabezpieczenia 
od wpływu tego typu zjawisk na jego pewną pracę, stosuje się różne 
kształty charakterystyki komparatora podimpedancyjnego. Ponadto, w 
celu zapewnienia dużej selektywności zabezpieczenia i możliwości koor-
dynacji nastaw z zabezpieczeniami sąsiednich obiektów, stosuje się za-
bezpieczenia wielostrefowe. Strefa podstawowa jest w takim przypadku 
zwykle nastawiona na ochronę 0,85 długości linii (licząc od stacji, w której 
zainstalowany jest przekaźnik). 
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Rys. 1.24. Schemat zabezpieczenia odległościowego (a) i obraz mierzonej impe-
dancji podczas zwarcia w F: linia jednostronnie zasilana (b) oraz dwustronnie 

zasilana z różnym udziałem obu źródeł (c) 

Zabezpieczane strefy w przekaźniku charakteryzują się innymi obsza-
rami na płaszczyźnie impedancji oraz różnymi czasami zwłoki działania 
zabezpieczenia. Pierwsza strefa ma najmniejszy obszar działania kompa-
ratora i najkrótszą zwłokę (zwykle jest to zabezpieczenie bezzwłoczne). 
Przekaźnik odległościowy działający w drugiej i trzeciej strefie pełni 
funkcję zabezpieczenia rezerwowego do ochrony sąsiednich linii w ciągu 
przesyłowym. Typowe kształty charakterystyk rozruchowych zabezpie-
czenia linii pokazane są na rys. 1.25 [14], [31], [35]. Wybór odpowiedniej 
charakterystyki zależy od charakteru obiektu i warunków jego pracy w 
systemie. Na przykład, charakterystyka soczewkowata (rys. 1.25d) daje 
możliwość dobrego odstrojenia zabezpieczenia od wpływu obciążenia li-
nii. 

Poza liniami, zabezpieczenia odległościowe są stosowane także do za-
bezpieczenia transformatorów, generatorów i szyn zbiorczych. W przy-
padku linii, składowe impedancji mogą być obliczane nie tylko według 
zależności (1.7). W przekaźnikach cyfrowych, w miejsce powyższych za-
leżności odnoszących się do wektorowej reprezentacji prądu i napięcia, 
często są stosowane algorytmy, w których określane są parametry R , L  
modelu pętli zwarciowej. Wielkości te są parametrami modelu linii repre-
zentowanego przez obwód o stałych skupionych, które są powiązane z 
wartościami chwilowymi prądu i napięcia poprzez znane zależności róż-
niczkowe (patrz p. 4.5.2). 
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W poszczególnych zastosowaniach konstruktorzy muszą rozwiązać 
wiele szczegółowych problemów związanych z kształtowaniem charak-
terystyki przekaźnika oraz strategią jego nastawiania. Należy tu 
uwzględnić przede wszystkim dwie grupy problemów: 
1. Czynniki eksploatacyjne: 
- możliwość nakładania się obszarów zmian impedancji podczas zwarć 

wysokoomowych (w zabezpieczanej strefie) i normalnego obciążenia 
obiektu; 

- to samo odnosi się do przypadków elektromechanicznych stanów 
przejściowych w systemie (kołysania mocy), podczas których mierzona 
impedancja może przejściowo wskazywać na zwarcie w zabezpiecza-
nej strefie; 

2. Czynniki konstrukcyjne: 
- występowanie odczepów (rozgałęzień) wzdłuż zabezpieczanej linii; 
- sposób podejścia do zabezpieczenia linii równoległych; 
- zabezpieczenie linii z szeregową kompensacją pojemnościową; 
- rozwiązanie sposobu pomiaru impedancji przy różnych rodzajach 

zwarć w linii trójfazowej; 
- sposób zachowania się przekaźnika w przypadku zwarć bliskich, gdy 

napięcie spada do bardzo małych wartości, uniemożliwiając normalny 
pomiar impedancji; 
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Rys. 1.25. Podstawowe charakterystyki rozruchowe komparatorów podimpe-
dancyjnych: impedancyjna kierunkowa (a), kołowa (b), czworokątna (c) oraz 

soczewkowata (d)
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- problemy zabezpieczania krótkich linii, co jest wyrażane za pomocą pa-
rametru SIR (source to line impedance ratio – stosunek impedancji źródła 
do impedancji linii); duża wartość tego współczynnika (SIR > 15) ob-
niża czułość zabezpieczenia i wydłuża czas jego poprawnej decyzji; 

- współpraca z innymi układami automatyki zabezpieczeniowymi, w 
szczególności z automatyką SPZ. 
W przypadku linii średnich napięć, do zabezpieczeń od zwarć doziem-

nych stosowane jest kryterium admitancyjne w odniesieniu do napięcia i 
prądu składowej zerowej, które jest pochodne do rozpatrywanego tu kry-
terium impedancyjnego [17], [29]. 

Przekaźniki odległościowe należą do grupy najbardziej złożonych 
układów automatyki zabezpieczeniowej. 

1.5.5 Kryteria falowe 

Wspólną cechą metod przedstawionych w tym punkcie jest wykorzysta-
nie zjawisk falowych w linii, reprezentowanej modelem o stałych rozło-
żonych, do detekcji miejsca wystąpienia zwarcia. Ogólna idea tych metod 
jest pokazana na rys. 1.26. Wystąpienie zwarcia jest zakłóceniem, które 
generuje fale prądu i napięcia, rozprzestrzeniające się w obu kierunkach 
linii. Z poglądowych schematów rozchodzenia się fal (rys. 1.26) widać, że 
w zależności od miejsca wystąpienia zwarcia (w linii, czy poza nią), kie-
runki fal (w więc odpowiednie fazy prądu i napięcia) zarejestrowane na 
obu końcach linii będą identyczne lub przeciwne. Widać zatem, że do bu-
dowy odpowiedniego zabezpieczenia niezbędna jest komunikacja pomię-
dzy oboma końcami linii. Komunikacja ta jest zapewniona za pomocą jed-
nego z następujących mediów [3], [13], [35]: 
- przesyłanie sygnałów przewodami linii, 
- wykorzystanie łączy radiowych, 
- wykorzystanie przewodów światłowodowych umieszczonych w prze-

wodach (najczęściej w przewodzie odgromowym), 
- wykorzystanie łączy kablowych. 

a) F

fale biegnące

b) F

fale biegnące

iA

uA

iB

uB
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uA

iB

uB

A B A B

 

Rys. 1.26. Rozchodzenie się fal podczas zwarcia wewnątrz (a) i na zewnątrz (b) 
zabezpieczanej linii 
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Podstawą działania zabezpieczenia są związki zachodzące pomiędzy 
chwilowymi wartościami prądu i napięcia na obu końcach linii, które są 
wynikiem rozwiązania równań różniczkowych cząstkowych modelu 
bezstratnej linii długiej [9], [16]. Zatem, prąd w stacji A może być okre-
ślony następująco (przyjęto kierunki prądów i napięć jak na rys. 1.26): 

  1( ) ( ) ( ) ( )A A B B
f

i k u k u k m i k m
Z

     , (1.8) 

gdzie: '/' CLZ f  , 'L , 'C  — jednostkowa indukcyjność i pojemność li-

nii, m  — liczba próbek sygnału, odpowiadająca czasowi przejścia fali 
elektromagnetycznej wzdłuż linii. 

W celu zwiększenia czułości zabezpieczenia, odpowiednie kryteria są 
definiowane na podstawie równania (1.8) (i podobnego, zapisanego dla 
strony B linii) w odniesieniu do przyrostów prądów i napięć podczas 
zwarcia. Wielkości przyrostowe prądu i  oraz napięcia u  są określane 
na podstawie zasady superpozycji: odpowiednie wielkości zwarciowe są 
sumą tych wielkości przed zwarciem oraz ich przyrostów w wyniku 
zwarcia. Odpowiadające tym stanom schematy rozpatrywanego frag-
mentu sieci są pokazane na rys. 1.27. Jest to częsty zabieg stosowany w 
teorii algorytmów działania automatyki elektroenergetycznej w odniesie-
niu do obwodów liniowych. Wielkości zwarciowe są wówczas określone 
następująco (rys. 1.27): 
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 (1.9) 

Cyfrowe (lub ciągłe) wartości kryterialnych sygnałów i  oraz u  okre-
ślonych dla obu końców linii zapisane zgodnie z (1.8) są podstawą wielu 
szybkich algorytmów zabezpieczeniowych, które w literaturze angloję-
zycznej noszą nazwę travelling wave protection. Ogólna struktura takich 
zabezpieczeń jest pokazana na rys. 1.28. 

W podejściu, które jest najbliższe idei rozchodzenia się fal generowa-
nych przez zwarcie (rys. 1.26), na obu końcach linii porównywane są 
znaki sygnałów i  oraz u  [7]. Równość znaków obu wielkości z danej 
strony linii wskazuje na to, że zwarcie nastąpiło z tyłu zabezpieczenia 
(poza strefą). W przeciwnym przypadku (zwarcie w linii lub poza jej 
przeciwległym końcem), znaki są różne. Przekaźniki na obu końcach linii 
podejmują decyzję o wyłączeniu, jeśli rezultaty obu porównań: Ar  oraz 

Br  są wynikiem różnych znaków wielkości kryterialnych. 
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Rys. 1.27. Superpozycja prądów i napięć: stan podczas zwarcia (a), ustalony 
stan przedzwarciowy (b) oraz superpozycja obu stanów (c) 

Inny sposób wykorzystania zjawiska rozprzestrzeniania się fal polega 
na porównaniu prądów zapisanych zgodnie z (1.8) na obu końcach linii. 
Wielkości kryterialne są wówczas definiowane następująco [1], [16]: 
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Rys. 1.28. Schemat zabezpieczenia z kryterium falowym 

Można zauważyć, że prądy sAi  oraz sBi  powinny być równe zero jeśli 
nie ma zwarcia w linii. W przeciwnym przypadku relacje te nie są 
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zachowane, co świadczy o zwarciu w chronionej linii. Realizacja tego za-
bezpieczenia wymaga przesyłania próbek prądów i napięć na przeciwle-
głe końce linii. 

Znane są także inne kryteria, wykorzystujące zjawisko przemieszcza-
nia się fali wzdłuż linii [8], [24]. Należy zauważyć, że zależność (1.8) od-
nosi się do wielkości występujących w linii jednofazowej. W przypadku 
linii wielofazowej (na przykład, trójfazowej), równania linii długiej mają 
złożoną postać macierzową i ich rozwiązanie nie prowadzi do tak pro-
stych równań algebraicznych, jak (1.8). W celu uproszczenia zagadnienia, 
powszechnie stosuje się transformację sprzężonego układu wielofazo-
wego do układu modalnego z fazami niezależnymi od siebie [33]. Wów-
czas, powyższe kryteria są stosowane odpowiednio do poszczególnych 
faz układu modalnego. Podstawowe ich zalety są związane z krótkim 
czasem reakcji na zwarcie (zabezpieczenia ultraszybkie) oraz dużą odpor-
nością na zakłócenia elektromechaniczne w systemie (kołysanie mocy). 
Zabezpieczenia tego typu są stosowane w liniach najwyższych napięć. 

Należy zauważyć, że istnieje duża grupa zabezpieczeń linii przesyło-
wych, w których stosuje się przesyłanie informacji pomiędzy obu koń-
cami linii, w których jednak nie są wykorzystywane zjawiska falowe. 
Mogą to być, na przykład, zabezpieczenia różnicowoprądowe z odpo-
wiednim kodowaniem przesyłanej informacji o wartości prądu na drugi 
koniec linii (zabezpieczenia porównawczoprądowe) lub zabezpieczenia 
porównawczofazowe, w których wielkością kryterialną jest kąt pomiędzy 
sygnałami prądowymi mierzonymi na początku i na końcu linii [3], [12], 
[35]. Kryteria te nie zapewniają tak wysokiej szybkości działania, jak w 
przypadku zabezpieczeń falowych. Ich zaletą jest jednak ciągłe występo-
wanie odpowiedniego warunku kryterialnego w czasie trwania zwarcia 
(zabezpieczenia ma zatem dużą pewność działania), a nie tylko bezpo-
średnio po wystąpieniu zwarcia, jak to ma miejsce w zabezpieczeniu fa-
lowym. 

1.6 Przekładniki zabezpieczeniowe 

Wszystkie informacje o stanie parametrów elektrycznych w systemie 
elektroenergetycznym są otrzymywane za pośrednictwem przekładni-
ków prądowych i napięciowych. Ich celem jest izolacja wtórnych obwo-
dów pomiarowych od pierwotnych obwodów wysokiego napięcia, wza-
jemna izolacja różnych obwodów wtórnych oraz przetwarzanie pierwot-
nych prądów i napięć na standardowe wartości wtórne. Ze względu na 
przeznaczenie i stosowane klasy dokładności, przekładniki dzielą się na 
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dwie grupy: do zabezpieczeń oraz do pomiarów. Te ostatnie są, między 
innymi, stosowane do pomiarów rozliczeniowych energii elektrycznej. 

Poniżej są pokrótce przedstawione podstawowe właściwości prze-
kładników stosowanych do zabezpieczeń i automatyki. 

1.6.1 Przekładniki prądowe 

Podstawowym rodzajem przekładników prądowych (PP), powszechnie 
stosowanych w obwodach pomiarowych układów automatyki elektroe-
nergetycznej, są przekładniki indukcyjne. Uzwojenia strony pierwotnej i 
wtórnej są sprzężone magnetycznie, a ich schemat zastępczy nie odbiega 
od schematu zastępczego transformatora jednofazowego (rys. 1.29). Ob-
wody strony pierwotnej i wtórnej są znormalizowane, przy czym znamio-
nowy prąd strony wtórnej wynosi najczęściej 1 A lub 5 A, chociaż dopusz-
cza się również 2 A. Znamionowe prądy strony pierwotnej w produko-
wanych przekładnikach tworzą ciąg wartości, umożliwiający ich zastoso-
wanie we wszystkich praktycznie spotykanych sytuacjach: 10; 12,5; 15; 20; 
25; 30; 40; 50; 60; 75; 80 A oraz ich dziesiętne wielokrotności i podwielo-
krotności. Również moc znamionowa przekładników prądowych jest 
znormalizowana do wartości 2,5; 5; 10; 15; 20 i 30 VA [38]. 

Ip Z1 Z2 Is

Zobc
Z

1:n i'p L2 R2 is

L Robc

Lobc
i

b)

RFe u

a)

Rys. 1.29. Struktura przekładnika prądowego (a)  
oraz jego schemat zastępczy (b) 

W odróżnieniu od przekładników pomiarowych, PP stosowane do za-
bezpieczeń powinny charakteryzować się dużą dokładnością w spotyka-
nych zakresach prądów zwarciowych, mogą być natomiast mniej do-
kładne w ustalonych warunkach pracy znamionowej. Osiąga się to przez 
taki dobór obwodu magnetycznego, aby podczas wielokrotnego wzrostu 
prądu pierwotnego (w stosunku do wartości znamionowej), błąd wyni-
kający ze wzrostu prądu magnesującego (w rezultacie zwiększenia stru-
mienia magnetycznego w rdzeniu ferromagnetycznym) był niewielki. 
Aby spełnić te wymagania, strumień magnetyczny w warunkach pracy 
znamionowej musi być niewielki. Charakterystyczną cechą PP jest zatem 
niewielka liczba zwojów w uzwojeniu pierwotnym — często jest to tylko 
jeden zwój. 
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Dokładność PP jest pośrednio określana za pomocą znamionowego gra-
nicznego współczynnika dokładności GK , który jest definiowany następująco 
[38]: 

 pG
G

pN

IK
I

 , (1.11) 

gdzie: pGI  — znamionowy graniczny prąd pierwotny, pNI  — znamio-

nowy prąd pierwotny (wielkości te są wyrażone w wartościach skutecz-
nych). 

Prąd pGI  określa największą wartość prądu pierwotnego, przy którym 

błąd całkowity przekładnika obciążonego znamionowo (znamionowa 
impedancja obciążenia jest oznaczana przez obcNZ ) osiąga wartość okre-
śloną w normie. Znamionowa impedancja obciążenia jest związana ze 
znamionową mocą przekładnika NS  następującą relacją 

 2
N sN obcNS I Z , (1.12) 

gdzie: sNI  jest znamionowym prądem wtórnym przekładnika, 

przy czym, znamionowa impedancja obciążenia ma charakter indukcyjny 
o współczynniku mocy 0,8. 

Podstawowe parametry przekładnika prądowego, z punktu widzenia 
jego doboru do zabezpieczenia, odnoszą się do mocy znamionowej NS , 
klasy dokładności (stosowane są dwie klasy: 5P oraz 10P) oraz granicz-
nego współczynnika dokładności GK . Na przykład, w przypadku prze-
kładnika 250/5 A/A o mocy NS =20 VA, klasy kl. 5P i GK =30, znamio-
nowy graniczny prąd pierwotny pGI =7500 A. Przy obciążeniu znamio-

nowym  j0,480,64obcNZ  i przepływie tego właśnie prądu, błąd cał-
kowity przekładnika wynosi 5%. Jeśli impedancja obciążenia przekład-
nika wzrasta, to również szybko wzrasta błąd transformacji. Zależność ta 
jest określona przez charakterystykę magnesowania rdzenia PP, którą wy-
godnie jest w tym celu podawać we współrzędnych: napięcie na gałęzi ma-
gnesowania u  — prąd magnesowania i  (rys. 1.30 — obie wielkości w 

wartościach chwilowych), przy czym, dla warunków ustalonych: 
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Rys. 1.30. Charakterystyka magnesowania przekładnika: )(  iu  (a)  

oraz )(  i  (b) 

 22 s obcu I Z Z   . (1.13) 

Podstawowe właściwości przekładnika prądowego w stanie ustalonym 
podaje poniższy przykład. 

Przykład 1.4. Zbadać odpowiedź przekładnika prądowego na ustalone wy-
muszenie w postaci prądu o wartości równej pNI50 . Podsta-

wowe dane przekładnika: 25pNI A, 1sNI A, 20NS VA, 

klasa dokładności 10P,  graniczny współczynnik dokładności 
20GK , 08,12 jZ . Charakterystyka magnesowania 

rdzenia jest pokazana na rys. 1.30a. 

Na podstawie (1.12) można określić znamionowe obciążenie przekładnika 
1216 jobcNZ .  

Dysponując tymi danymi można łatwo przeprowadzić symulację z wykorzysta-
niem programu EMTP. W tym celu jednak charakterystykę magnesowania na-
leży przedstawić we współrzędnych: strumień magnetyczny   — prąd magne-
sowania iμ. Można tu wykorzystać znaną zależność:  

0

( )
t

u t dt   , 

co w warunkach ustalonych wymuszenia sinusoidalnego sprowadza się do 
związku: 1/ u , gdzie 1  — pulsacja wymuszającego prądu. Przebieg cha-

rakterystyki magnesowania przekładnika )(  i  jest pokazany na rys. 1.30b. Ba-

danie odpowiedzi przekładnika wykonano dla dwóch różnych charakterów ob-
ciążenia, zachowując jego moduł obcNobc ZZ  . Rys. 1.31a przedstawia 
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przebiegi prądów pierwotnego (sprowadzonego do uzwojenia strony wtórnej) i 
wtórnego dla obciążenia rezystancyjnego obcNobc ZR  , natomiast przebiegi na 

rys. 1.31b odpowiadają obciążeniu zbliżonemu do znamionowego. Różny prze-
bieg prądów wtórnych w obu wypadkach wynika z różnych stałych czasowych 
obwodów wtórnych przekładnika w warunkach jego nasycenia. 
Na rys. 1.31 widać, że po przekroczeniu pewnej wartości chwilowego prądu pier-
wotnego (a więc i strumienia magnetycznego   — rys. 1.30), która jest zależna 
także od impedancji obciążenia obcZ  (1.13), prąd magnesowania i  gwałtownie 

rośnie, co jest przyczyną błędów transformacji. Chwilowy błąd transformacji 
zmienia się wraz ze zmianą strumienia magnetycznego w rdzeniu. □ 

Z punktu widzenia warunków współpracy PP z szybkimi zabezpie-
czeniami, ważna jest analiza błędów transformacji w stanach przejścio-
wych. W tym przypadku, najważniejszym czynnikiem, który może po-
wodować duże błędy przejściowe transformacji jest występowanie w prą-
dach zwarciowych zanikającej składowej stałej. Strumień magnetyczny 
może wówczas przyjmować duże wartości nawet przy niezbyt dużej am-
plitudzie składowej podstawowej prądu, powodując nasycenie rdzenia 
magnetycznego. Ilustrują to przebiegi na rys. 1.32, które odnoszą się do 
przekładnika z Przykładu 1.4. Składowa podstawowa prądu pierwot-
nego jest równa 20-krotnej wartości prądu znamionowego (a więc 

pNGp IKI  ), co oznacza w tym przypadku, że w stanie ustalonym całko-

wity błąd pomiaru nie przekracza 10%. Pojawienie się składowej nieokre-
sowej powoduje wystąpienie dużego błędu przejściowego, co może po-
wodować błędną ocenę zdarzenia przez układy automatyki elektroener-
getycznej. 
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Rys. 1.31. Przebiegi prądów w PP w stanie ustalonym przy obciążeniu rezystan-
cyjnym (a) oraz znamionowym (b)  
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Pomimo istnienia 
wielu nowych rozwiązań 
przekładników prądo-
wych (są to tak zwane 
przekładniki niekonwen-
cjonalne), które zapew-
niają znacznie większą 
dokładność pomiaru 
prądu w dużym zakresie 
jego zmian, przekładniki 
indukcyjne w dalszym 
ciągu dominują w elek-
troenergetyce. Głównym 
powodem tego jest wy-
soka cena, jaką użytkow-
nicy musieliby zapłacić za 
wymianę istniejących 

urządzeń (zarówno przekładników, jak i dostosowanych do nich urzą-
dzeń automatyki). 

Przekładniki indukcyjne mogą być w prosty sposób zastosowane do 
filtracji składowej zerowej prądu trójfazowego. Rozwiązanie takie, w po-
staci przekładnika Ferrantiego [38], polega na tym, że przez okno toroi-
dalnego rdzenia magnetycznego przepuszczone są trzy fazy systemu trój-
fazowego. Na wyjściu PP otrzymuje się wówczas sumę prądów fazowych 
(odniesioną do obwodu wtórnego). Wielkość ta jest ważnym wskaźni-
kiem występowania zwarć doziemnych w maszynach i sieciach elek-
trycznych. 

1.6.2 Przekładniki napięciowe 

Pomiar napięcia w systemie elektroenergetycznym odbywa się za pośred-
nictwem przekładników napięciowych (PN) (ang. voltage transformer, potential 
transformer). Podobnie jak w przypadku PP, podstawowym zadaniem 
tych urządzeń jest transformacja mierzonego napięcia do poziomu do-
godnego dla standardowych przyrządów oraz izolacja obwodów wtór-
nych od przewodów wysokiego napięcia i między sobą. W przypadku 
zastosowań do automatyki elektroenergetycznej, napięcie wtórne jest 
znormalizowane do wartości 100V, 3/100 V lub 3/100 V w zależności 
od sposobu połączenia zacisków pierwotnych i wtórnych (do pomiaru 
odpowiednio, napięć międzyprzewodowych, fazowych oraz napięć 
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Rys. 1.32. Transformacja prądu w PP o ampli-
tudzie NII 11 20  i występowaniu składowej 

aperiodycznej, obcNobc ZZ   
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kolejności zerowej, jeśli zaciski wtórne trzech przekładników fazowych 
są połączone w otwarty trójkąt). Obecnie stosowane są głównie dwa ro-
dzaje PN: przekładniki indukcyjne oraz pojemnościowe. 

Indukcyjne PN są specjalnie wykonanymi transformatorami pomiaro-
wymi, których schemat zastępczy nie odbiega od schematu zastępczego 
zwykłego transformatora (najczęściej są to transformatory jednofazowe). 
Ze względu na zakres zmian mierzonego napięcia, transformatory te pra-
cują zazwyczaj w liniowym przedziale charakterystyki magnesowania 
rdzenia ferromagnetycznego. 

Wadą przekładników indukcyjnych jest ich duży koszt, który szybko 
wzrasta, gdy napięcie pierwotne przekracza wartość 110 kV. W sieciach 
najwyższych napięć stosowane są wobec tego pojemnościowe przekład-
niki napięciowe (PPN). Głównym elementem takiego przekładnika jest 
pojemnościowy dzielnik napięcia, w którym napięcie pierwotne jest ob-
niżane do poziomu kilkunastu kV. Dalsza redukcja napięcia odbywa się 
za pośrednictwem transformatora indukcyjnego. 

Takie rozwiązanie jest uzasadnione ekonomicznie i stąd jego po-
wszechne zastosowanie w sieciach najwyższych napięć. Niestety, w ta-
kich przekładnikach mogą powstawać przejściowe błędy, które są nieko-
rzystne z punktu widzenia szybkich zabezpieczeń przekaźnikowych. 
Problem ten można prześledzić na schemacie zastępczym PPN (rys. 1.33). 
Poszczególne elementy schematu zastępczego reprezentują następujące 
elementy przekładnika: 
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Rys. 1.33. Schemat zastępczy pojemnościowego przekładnika napięciowego 

1C , 2C      — dzielnik kondensatorowy, 
L , R      — dławik rezonansowy, 

1L , 1R , 2R     — układ tłumiący drgania 
           ferrorezonansowe, 

1TL , 1TR , 2TL , 2TR , L , FeR , 1TC  — elementy reprezentujące 

     transformator pośredniczący, 
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0L , 0R       — obciążenie przekładnika. 
Drgania ferrorezonansowe mogą powstać w obwodzie z szeregowym 

połączeniem pojemności 21 CC   i indukcyjności nieliniowej L  [37]. Ele-
menty 1L , 1R , oraz 2R  tworzą 
obwód tłumiący te właśnie 
drgania. Stosunkowo duże po-
jemności dzielnika napięcia (

21,CC ), a także indukcyjności 
w schemacie zastępczym trans-
formatora ( LLL TT ,, 21 ), wywo-
łują stany przejściowe, w któ-
rych występują składowe tłu-
mione o różnych stałych zani-
kania i znacznych amplitu-
dach. Ich wpływ na błąd prze-
kładnika zależy od chwilowej 
wartości napięcia i skali jego 
redukcji w momencie zwarcia. 

Na rys. 1.34 pokazany jest przebieg napięć pierwotnego i wtórnego (prze-
skalowanego do wartości pierwotnej) podczas bliskiego zwarcia na linii 
400 kV (moment wystąpienia zwarcia 5zwt ms). Widać znaczne, długo-
trwałe odchylenie przebiegu mierzonego napięcia, co może być źródłem 
błędnej decyzji przekaźnika. 

Istnieje wiele sposobów kompensacji błędów dynamicznych przekład-
ników prądowych i napięciowych. Niektóre z nich są przedstawione w 
rozdziale 6. 

1.7 Zintegrowane systemy sterowania stacją elek-
troenergetyczną 

Podstawowe zadania sterowania, nadzoru i zabezpieczeń systemu elek-
troenergetycznego są realizowane w stacji elektroenergetycznej. W wy-
konaniu tradycyjnym, zadania te są rozdzielone pomiędzy oddzielne 
układy automatyki i zabezpieczeń. Każdy z tych układów samodzielnie 
wykonuje typowe funkcje, takie jak, pomiar prądu i napięcia, czy też 
identyfikację stanu łączników w celu wykonania określonej funkcji zabez-
pieczenia lub kontroli obiektów stacji. Takie rozwiązanie ma swoje uza-
sadnienie w tradycyjnym wykonaniu tych układów. Można jednak 
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wskazać przynajmniej na dwie niedogodności tego rozwiązania. Pierw-
sza odnosi się do sfery kosztów, które są z pewnością większe w przy-
padku powielania tych samych funkcji w wielu urządzeniach, co wymaga 
również wielokrotnego użycia układów pomiarowych i okablowania. 
Drugi problem, to nieuchronne ograniczenie dostępnej informacji przy 
realizacji określonych zadań do tych pomiarów i sygnałów, które są zwią-
zane tylko z nadzorowanym obiektem. 

Nowoczesne technologie gromadzenia i przesyłu informacji dają moż-
liwość łatwej integracji wielu funkcji systemu. Zintegrowany system po-
winien mieć wszystkie zalety systemu tradycyjnego i jednocześnie roz-
szerzać jego możliwości przy obniżeniu kosztów. Charakteryzują go na-
stępujące cechy. 
- Eliminacja zbędnego zwielokrotnienia układów przesyłania informacji 

i lepsze wykorzystanie dostępnych danych. Na przykład, pomiar stanu 
wyłącznika może służyć zarówno układom zabezpieczeniowym, jak i 
rejestracji zdarzeń, czy też do zobrazowania układu połączeń stacji. 

- Redukcja okablowania stacji przez zastosowanie łącz światłowodo-
wych i transmisji cyfrowej. Rozwiązanie takie stwarza także możliwość 
wielokrotnego sprawdzania wiarygodności przesyłanych danych, a 
ponadto, w znacznie większym stopniu chroni przesyłaną informacji 
przed oddziaływaniem zakłóceń elektromagnetycznych. 

- Możliwość łatwej rozbudowy zarówno samego systemu sterowania, 
jak i jego adaptacji do rozbudowującej się stacji lub wyłączeń związa-
nych z remontem. 

- Możliwość współpracy różnych urządzeń w stacji oraz zdalnego nad-
zoru układów automatyki i zabezpieczeń. 
Istotne jest przy tym takie rozdzielenie zadań systemu sterowania sta-

cją, aby zachować wysokie parametry techniczne najbardziej pod tym 
względem wymagających funkcji związanych z automatyką zabezpiecze-
niową. 

Zazwyczaj formułuje się następujący zakres zadań zintegrowanego 
systemu sterowania stacją elektroenergetyczną [27]: 
- zabezpieczenia obiektów stacji, 
- zbieranie i gromadzenie danych, 
- pomiary ruchowe i rozliczeniowe, 
- sterowanie lokalne, 
- regulacja napięcia, 
- kontrola zasilania obwodów pomocniczych, 
- rejestracja zdarzeń i zakłóceń, 
- kontrola jakości energii. 
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Realizacja powyższych zadań w jednym zintegrowanym systemie wy-
maga rozwiązania wielu problemów algorytmicznych i sprzętowych. 
Kluczem do poprawnej realizacji systemu jest zapewnienie niezawodnej 
i wydajnej komunikacji pomiędzy oddzielnymi układami. W celu zapew-
nienia wysokiej niezawodności istotna jest także organizacja systemu. Za-
dania najwyższego priorytetu, którymi bez wątpienia są zabezpieczenia, 
powinny być skojarzone z nadzorowanym obiektem (polem stacji). Tu 
także wymagana jest najwyższa szybkość kanałów komunikacyjnych. Z 
kolei zadania sterowania na poziomie stacji, jak regulacja napięcia, czy 
rejestracja zakłóceń, wymagają większej pamięci na gromadzenie danych. 

Typowe rozwiązanie zintegrowanego systemu sterowania i zabezpie-
czeń jest pokazane na rys. 1.35. Posiada on strukturę hierarchiczną, przy 
czym na najniższym poziomie związanym z polem stacji jest realizowane 
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przetwarzanie rozproszone, z mikroprocesorami realizującymi krytyczne 
funkcje zabezpieczeń, sterowania i pomiarów dla każdego pola stacji. 
Procesor poziomu pola gromadzi i przesyła informacje do i z każdego 
elementu funkcjonalnego, a także komunikuje się z procesorem stacyj-
nym. 

Na następnym poziomie hierarchii znajduje się komputer stacyjny, 
który wykonuje scentralizowane zadania takie jak: przetwarzanie da-
nych, monitorowanie procesorów pól, nadrzędne sterowanie łącznikami 
itp. Na tym poziomie znajduje się też układ komunikacji z użytkowni-
kiem, z którego można otrzymać informacje o stanie wszystkich łączni-
ków, nastawienia zabezpieczeń, listę zdarzeń i alarmów, dane pomia-
rowe itp. Na tym poziomie znajdują się też narzędzia programowe umoż-
liwiające modyfikacje parametrów systemów zabezpieczeń i sterowania. 

Wyższy poziom hierarchii to regionalne (obszarowe) centrum stero-
wania z dwustronną komunikacją pomiędzy tym centrum a kompute-
rami stacyjnymi w zakresie informacji o stanie systemu. 

Trzeba tu zauważyć, że w tym systemie zabezpieczenia pozostają au-
tonomiczne i wypełniane przez nie krytyczne funkcje są realizowane na-
wet wtedy, gdy pozostała część systemu jest uszkodzona. Komunikacja 
pomiędzy wszystkimi poziomami jest realizowana przez łącza szeregowe 
z wykorzystaniem światłowodów. 

Takie rozwiązanie posiada szereg zalet w stosunku to standardowych 
układów stacyjnych. Zaliczyć do nich trzeba: 
- Niezawodność: technologia mikroprocesorowa, pozwala na realizację 

intensywnych procedur samotestowania i diagnostyki, które mogą być 
włączone we wszystkie funkcje i aplikacje (np. zabezpieczenia lub mo-
nitorowanie obiektu). W efekcie uzyskuje się zwiększoną niezawod-
ność całego systemu sterowania i zabezpieczeń. 

- Adaptacyjność: programowalna natura systemów mikroprocesoro-
wych może być łatwo wykorzystana to zmiany parametrów sterowania 
stosownie do występujących zdarzeń (np. zdalne programowanie na-
staw zabezpieczeń, zmiana konfiguracji systemów sterowania i zabez-
pieczeń itp. 

- Rozbudowany, inteligentny układ komunikacji z użytkownikiem, 
który pełni funkcje doradcze w stosunku do operatora systemu. 

- Zredukowane okablowanie i sprzęt: jest to rezultat wielokrotnego wy-
korzystywania danych, oraz rozbudowanych sposobów przesyłania 
danych między obiektami systemu (transmisja informacji zamiast prze-
syłania sygnałów). 
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Należy zauważyć, że współczesne przekaźniki zabezpieczeniowe są 
złożonymi systemami mikroprocesorowymi z możliwością realizacji 
wielu funkcji lokalnych oraz z rozbudowanym układem komunikacji z 
obsługą i nadrzędnym systemem sterowania stacją elektroenergetyczną. 
W odniesieniu do takich urządzeń coraz częściej używa się określenia ter-
minal zabezpieczeniowy. Układ taki można łatwo połączyć z lokalną siecią 
komputerową, a także z internetem (oczywiście, z rozumną separacją 
podstawowych jego funkcji). Rozwiązanie to daje również nieocenione 
usługi producentom sprzętu, gdyż możliwy jest wówczas zdalny nadzór 
urządzenia, jego bieżąca diagnostyka i gromadzenie doświadczeń w za-
kresie poprawności przyjętych rozwiązań. 

Obok nowych rozwiązań układowych, charakterystyczną cechą zinte-
growanych systemów sterowania stacją elektroenergetyczną jest zastoso-
wanie nowoczesnych technik algorytmicznych do realizacji zadań stero-
wania i kontroli. Stosowane jest tutaj pojęcie inteligentnych układów mi-
kroprocesorowych [3]. Określenie to nawiązuje zarówno do dużej auto-
nomiczności pracy takiego systemu, jak i do stosowanych w nim algoryt-
mów przetwarzania informacji i podejmowania decyzji. 

1.8 Podsumowanie 

Przedstawione powyżej krótkie wprowadzenie do zagadnień organizacji 
i funkcjonowania układów automatyki elektroenergetycznej pokazuje 
znaczenie, jakie mają procedury przetwarzania informacji w procesie po-
dejmowania decyzji w tych układach. Ze schematu przedstawionego na 
rys. 1.16 widać, że podstawowe funkcje przekaźnika zabezpieczeniowego 
są realizowane w układzie pomiarowym (gdzie określane są wielkości 
kryterialne) oraz w układzie decyzyjnym (sprawdzenie warunku kryte-
rialnego i podjęcie decyzji). W przekaźnikach cyfrowych funkcje te są re-
alizowane w oparciu o odpowiednie procedury numeryczne. Książka ta 
poświęcona jest przede wszystkim analizie podstawowych procedur, 
które służą tym właśnie celom. 

Można zauważyć, że przedstawione powyżej kryteria, według których 
działają zabezpieczenia, odnoszą się do wielkości reprezentowanych w 
postaci wartości skutecznej, sygnału zespolonego określonej harmonicz-
nej (reprezentowanego przez dwie składowe ortogonalne lub amplitudę 
i fazę), czy też przebiegu chwilowego, który jest charakteryzowany przez 
kształt i czas trwania. Stosowane są także inne wielkości. Można je po-
dzielić na następujące grupy: 
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- wartość skuteczna obserwowanego sygnału; 
- amplituda i faza sygnału zespolonego odnoszącego się do wybranej 

harmonicznej sygnału; 
- moc sygnału w określonym paśmie częstotliwości; 
- kształt sygnału. 

Są one podstawą do zdefiniowania określonych wielkości elektrycz-
nych, które już bezpośrednio występują w charakterze wielkości kryte-
rialnych zabezpieczenia. Można tu wyróżnić następujące wielkości: 
- wartość skuteczna prądu lub napięcia; 
- amplituda i faza prądu lub napięcia (odniesiona do odpowiedniej har-

monicznej); 
- chwilowa moc elektryczna; 
- faza pomiędzy określonymi sygnałami reprezentującymi prąd lub na-

pięcie; 
- impedancja zastępcza obwodu; 
- natężenie strumienia magnetycznego; 
- częstotliwość. 

Należy zauważyć, że w systemie trójfazowym wielkości te mogą od-
nosić się do naturalnych wielkości fazowych lub odpowiednio przetwo-
rzonych wielkości modalnych (na przykład, składowych symetrycznych). 
W charakterze wielkości kryterialnych mogą także występować inne 
wielkości fizyczne, jak temperatura, prędkość obrotowa, ciśnienie, po-
ziom płynu. 

W kolejnych rozdziałach książki są przedstawione metody cyfrowego 
pomiaru najważniejszych wielkości kryterialnych, ocena ich błędów oraz 
zasady podejmowania decyzji przez przekaźnik zabezpieczeniowy. 
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Rozdział 2 

ZASADY CYFROWEGO PRZETWARZANIA 
SYGNAŁÓW 

2.1 Wstęp  

Kluczowym pojęciem w dziedzinie cyfrowego przetwarzania sygnałów 
jest sygnał, rozumiany jako funkcja, zazwyczaj czasu, która przenosi in-
formację. Funkcja określająca sygnał może mieć charakter ciągły lub dys-
kretny. W pierwszym przypadku jest ona zdefiniowana dla dowolnej 
wartości czasu, podczas gdy w drugim - zmienna niezależna reprezentu-
jąca czas przyjmuje tylko określone, dyskretne wartości. 

Wielkości występujące w układach fizycznych można najczęściej re-
prezentować sygnałami, które są ciągłe w czasie i mogą przybierać do-
wolne wartości w zadanym przedziale zmian. Takie sygnały nazywają się 
sygnałami analogowymi. Typowymi sygnałami z tej grupy są sygnały 
prądu i napięcia mierzone na wyjściach przekładników pomiarowych w 
stacjach elektroenergetycznych. Takie sygnały nie mogą być bezpośred-
nio przetwarzane w komputerze i stąd potrzeba stosowania przetworni-
ków analogowo-cyfrowych. 

Cyfrowe układy automatyki elektroenergetycznej należą do bardziej 
ogólnej rodziny układów dyskretnych, w których zarówno sygnały wej-
ściowe i wyjściowe, jak i sygnały wewnętrzne są opisane funkcjami dys-
kretnego czasu )(kx  lub )(kTx , gdzie k  jest indeksem oznaczającym nu-
mer próbki, natomiast T  jest okresem próbkowania. Jeśli sygnał )(kx  
przybiera tylko skończoną liczbę możliwych wartości (co wynika z dłu-
gości rejestru procesora lub pamięci komputera), to rozpatrywany sygnał 
jest nazywany sygnałem cyfrowym, a odpowiadający mu układ jest układem 
cyfrowym. Zatem, różnica pomiędzy sygnałem dyskretnym a sygnałem 
cyfrowym leży w błędzie kwantowania. W wielu rozważaniach pomija 
się go, co pozwala przenieść wszystkie procedury dotyczące sygnałów 



68 2 Zasady cyfrowego przetwarzania sygnałów 

dyskretnych także na sygnały cyfrowe. Jest to założenie bardzo pomocne, 
gdyż można wówczas korzystać z bardzo rozbudowanej teorii sygnałów 
dyskretnych [19]. Należy jednak pamiętać, że różnica między tymi 
dwoma pojęciami dotyczy problemów realizacji algorytmów przetwarza-
nia sygnałów dyskretnych w konkretnych urządzeniach cyfrowych. Na 
etapie projektowania określonych procedur przetwarzania niezbędna jest 
ocena wpływu błędów kwantowania na błąd cyfrowej realizacji algo-
rytmu. Problem ten jest istotny wówczas, gdy algorytmy są realizowane 
w układach mikroprocesorowych o stosunkowo krótkim rejestrze proce-
sora (mikroprocesory 8-16 bitowe z arytmetyką stałoprzecinkową). W 
przypadku stosowania współczesnych 32-bitowych procesorów sygnało-
wych z arytmetyką zmiennopozycyjną zagadnienie to jest zazwyczaj do 
pominięcia, a dalsze rozważania dotyczące przetwarzania sygnałów będą 
się odnosiły do sygnałów i systemów dyskretnych. 

Analiza i projektowanie układów do przetwarzania sygnałów opiera 
się na obserwacji, że ich właściwości można opisać w dziedzinie czasu lub 
częstotliwości. Dziedziny te można stosować wymiennie w zależności od 
tego, które charakterystyki systemu lub sygnału są w danym podejściu 
łatwiej opisywane. Matematyczny aparat, który służy do transformacji 
opisu systemu lub sygnału pomiędzy tymi dwiema dziedzinami jest 
utworzony na bazie przekształcenia Fouriera i przekształcenia Laplace’a 
(głównie w odniesieniu do sygnałów i systemów ciągłych) oraz prze-
kształcenia Z (stosowanego w odniesieniu do sygnałów i systemów dys-
kretnych). Zagadnieniom tym poświęcona jest pierwsza część rozdziału 
(p. 2.2). Przedstawiony tam materiał jest podany bardzo skrótowo w celu 
przypomnienia podstawowych pojęć i określeń stosowanych w teorii 
przetwarzania sygnałów. Czytelnik pragnący gruntownie zapoznać się z 
tymi problemami może skorzystać w tym celu z bogatej literatury specja-
listycznej [20], [30]. 

Cyfrowe przetwarzanie sygnałów, któremu poświęcona jest podsta-
wowa część rozdziału (p. 2.2—2.4), polega na przekształcaniu sygnałów 
wejściowych w sygnały wyjściowe zgodnie z określonym algorytmem 
przetwarzania. Przetwarzanie takie jest dokonywane w określonym ukła-
dzie cyfrowym lub filtrze cyfrowym. Oba te określenia będą używane wy-
miennie, chociaż pojęcie filtru cyfrowego jest bardziej kojarzone z prze-
twarzaniem, którego funkcje są zbliżone do funkcji tradycyjnych filtrów 
ciągłych (analogowych). Niektóre filtry cyfrowe mogą być realizowane 
przez wykonywanie algorytmu splotu lub korelacji sygnału wejściowego 
z określoną funkcją bazową. W p. 2.4 analizowane są właściwości i kon-
sekwencje użycia korelacji w procedurze filtru. 
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W końcowej części rozdziału (p. 2.5) podane jest krótkie wprowadze-
nie do zagadnienia czasowo-częstotliwościowego przetwarzania sygna-
łów. Ta grupa metod przetwarzania sygnałów o zmiennych w czasie pa-
rametrach — zwłaszcza transformacja falkowa — jest przedmiotem du-
żego zainteresowania w ostatnich latach, również z punktu widzenia 
możliwości jej zastosowania w automatyce elektroenergetycznej. 

2.2 Podstawy matematyczne przetwarzania 
sygnałów 

2.2.1 Przekształcenie Fouriera 

Podstawą analizy fourierowskiej jest reprezentacja sygnału o dowolnym 
kształcie za pomocą zbioru sygnałów określonych przez funkcje należące 
do jednej rodziny funkcji sinusoidalnych. Uzyskane w ten sposób skła-
dowe w postaci funkcji sinus i kosinus są prostsze do analizy niż sygnał 
oryginalny, który niekiedy może mieć bardzo złożoną formę. Jest to zwią-
zane między innymi z tym, że sygnał sinusoidalny jako jedyny, nie zmie-
nia swojego kształtu podczas przejścia przez układ liniowy. Podając na 
wejście układu liniowego sygnał sinusoidalny uzyskuje się na wyjściu od-
powiedź w postaci przebiegu sinusoidalnego z ewentualnie zmienioną 
fazą oraz amplitudą. 

Przekształcenie Fouriera wiąże funkcję czasu z jej reprezentacją w 
dziedzinie częstotliwości. Ogólne przekształcenie Fouriera odnosi się do 
bardzo szerokiej klasy funkcji. W wielu praktycznych zastosowaniach 
występują funkcje czasu specjalnego charakteru, które są ograniczone do 
węższej grupy sygnałów, na przykład, okresowych. Można wówczas wy-
korzystać właściwości przekształcenia Fouriera odnoszące się do takiej 
właśnie zawężonej klasy sygnałów. Z tego punktu widzenia można wy-
różnić się cztery rodzaje przekształceń Fouriera, które są stosowane do 
czterech grup funkcji reprezentujących sygnał w dziedzinie czasu. Ich 
wspólną bazą jest najbardziej ogólne przekształcenie określone dla funk-
cji ciągłej nieokresowej. Pozostałe rodzaje transformacji są definiowane 
dla odpowiednio zawężonych klas sygnałów: sygnału ciągłego okreso-
wego, sygnału dyskretnego nieokresowego oraz sygnału dyskretnego 
okresowego. Ze względu na charakter funkcji reprezentującej sygnał 
(funkcja rzeczywista lub zespolona), w każdej z tych grup można wydzie-
lić jeszcze dwie kategorie przekształceń. To rozróżnienie bierze pod 
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uwagę konkretne zastosowania przekształcenia, chociaż transformata sy-
gnału rzeczywistego jest podzbiorem transformaty sygnału zespolonego. 
Poniżej podano podstawowe zależności oraz charakterystyki wymienio-
nych rodzajów przekształcenia Fouriera. 

Przekształcenie odnoszące się do sygnałów ciągłych nieokresowych. 
Jest ono nazywane przekształceniem całkowym lub po prostu przekształ-
ceniem Fouriera. Transformata Fouriera jest w tym przypadku określona 
następującą parą zależności (przekształcenia odnoszą się odpowiednio 
do sygnałów rzeczywistych i zespolonych): 
 - przekształcenie proste: 

  )()()()()( txdttxXXX t
ir F 
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  jejj , (2.1) 
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 - przekształcenie odwrotne: 

  )()(
2
1)( 1 
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 jej j XdXtx t 
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
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  



0

)sin()()cos()(1)( 


dtXtXtx ir , (2.4) 

gdzie: )()()( txtxtx ir j  jest sygnałem zespolonym, natomiast )(tx  jest 
sygnałem rzeczywistym; oznaczenie )( jX  wskazuje na to, że jest to ze-
spolona funkcja częstotliwości; )(rX  - widmo rzeczywiste, )(iX  - 
widmo urojone. 

Forma wyrażenia (2.4) wynika z faktu, że w przypadku, gdy przebieg 
)(tx  jest ograniczony do części rzeczywistej, to jego widmo rzeczywiste jest 

funkcją parzystą, a widmo urojone - nieparzystą funkcją zmiennej  : 

 )()(   rr XX ,  )()(   ii XX . (2.5) 

Widmo sygnału )(tx , jako funkcję zespoloną, można również przed-
stawić w postaci wykładniczej 

 )()()(  jejj XX  , (2.6) 
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gdzie: 

 )()()( 22  ir XXX j , (2.7) 

 
)(
)()(




r

i

X
Xarctg . (2.8) 

W przypadku rzeczywistego sygnału )()( txtx  , w odniesieniu do 
funkcji (2.7), (2.8), podobnie jak w (2.5), zachodzi również symetria pa-
rzystości i nieparzystości 

 )()(  jj  XX ,  )()(   , (2.9) 

odpowiednio, w odniesieniu do modułu i fazy transformaty. 

Przykład 2.1. Określić i przeanalizować przekształcenie Fouriera następują-
cej funkcji 


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Przebieg funkcji jest pokazany na rys. 2.1a. Jest to funkcja reprezentująca zjawi-
sko aperiodycznego zanikania, charakterystycznego dla prądu w obwodzie sze-
regowym RL  lub napięcia w obwodzie równoległym RC . 
Do obliczenia transformaty można skorzystać z zależności (2.1), przy czym, ze 
względu na charakter funkcji, w przedziale całkowania można pominąć ujemną 
część osi liczbowej 
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Rys. 2.1. Sygnał ciągły nieokresowy (a) i jego transformaty (b) 
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Przebiegi modułu oraz składowych zespolonych transformaty )( jX  są poka-
zane na rys. 2.1b. Widać, że są to ciągłe funkcje częstotliwości, których argu-
menty mieszczą się w całym zakresie liczb rzeczywistych. 
Faza transformaty (widmo fazowe) jest równa: 

  )(
)(
)()(arg)( 


  arctgarctgjj

r

i

X
XXX

. 
Analizując moduł transformaty (widmo amplitudowe — rys. 2.1b) widać, że do-
minuje w nim widmo o niskiej częstotliwości (największa amplituda), a jego war-
tość maleje wraz ze wzrostem częstotliwości (niezależnie od jej znaku). □ 

Przekształcenie odnoszące się do sygnałów ciągłych okresowych, 
które jest związane z szeregami Fouriera. Sygnał taki może być reprezento-
wany w postaci nieskończonej sumy (a nie całki, jak w (2.1)) funkcji sinu-
soidalnych o określonych częstotliwościach. Transformata jest w tym 
przypadku określona następującą parą przekształceń ( 1T  - okres analizo-
wanego sygnału): 

 - przekształcenie proste: 

 dttx
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przy czym ,...2,1,0 n ; 

- przekształcenie odwrotne: 
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gdzie: 
1

2
T

w 
 ; indeks n  wskazuje na numer harmonicznej. 

Równania (2.12), (2.13) przedstawiają szereg Fouriera o współczynni-
kach zespolonych lub rzeczywistych, natomiast w rezultacie przekształ-
ceń (2.10), (2.11) otrzymuje się amplitudy zespolone (lub ich składowe) 
dla kolejnych n -tych harmonicznych sygnału – jego widmo jest zatem 
dyskretne. Składową o indeksie 1n  nazywa się składową podstawową. 
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Wielkości )(nX r , )(nX i  są nazywane współczynnikami szeregu Fouriera. 
Znak minus w równaniu określającym współczynnik )(nX i  (2.11) został 
wprowadzony w celu uzyskania przyjętej w elektrotechnice formy zapisu 
zespolonej amplitudy sygnału (2.10) - konwencja ta jest stosowana rów-
nież w innych formach przekształcenia Fouriera. 

Przykład 2.2. Określić i przeanalizować przekształcenie Fouriera funkcji 
okresowej która powstała z fragmentu funkcji )(tx  o długości 

1T  z Przykładu 2.1 przez jej nieskończone powtórzenie w kie-
runku dodatniej osi z tym samym okresem 1T . Funkcję 
można zdefiniować następująco 
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Jej przebieg jest pokazany na rys. 2.2a. Współczynniki szeregu (2.13) oblicza się 
zgodnie z zależnością (2.10) 
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Po przekształceniu otrzymuje się 

  1 /
1

2 2
1

1 e / j2
( )

( / ) (2 )

T T n
X n

T n

  

 

 



, 

skąd:
 

 
1 /

1

2 2
1

1 e
( )

( / ) (2 )

T

r

T
X n

T n



  





,  

 1 /

2 2
1

2 1 e
( )

( / ) (2 )

T

i

n
X n

T n



 

 



. 

Wartości współczynników )(nX r , ( )iX n  oraz modułu )(nX  pokazano na rys. 

2.2b. Widać, że funkcja określająca współczynniki rzeczywiste jest parzysta (
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Rys. 2.2. Sygnał ciągły okresowy (a) i jego transformaty dyskretne (b) 
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)()( nXnX rr  ), natomiast współczynniki urojone ( )()( nXnX ii  ) — tworzą 
funkcję nieparzystą. Poszczególne harmoniczne szybko zmniejszają się wraz ze 
wzrostem ich numeru, przy czym, amplituda pierwszej harmonicznej (o okresie 
równym 1T ) osiąga wartość 10% maksymalnej amplitudy sygnału. □ 

Szereg Fouriera powstaje w wyniku przekształcenia Fouriera sygnału 
okresowego, dla którego w dziedzinie częstotliwości otrzymuje się funk-
cję dyskretną, gdyż jej wartości są różne od zera tylko dla określonych 
wartości argumentu (dla wielokrotności częstotliwości podstawowej). 
Należy zauważyć, że amplituda zespolona X(n) (lub jej składowe) w ogól-
nym przypadku nie jest funkcją okresową.  

Przekształcenie odnoszące się do funkcji dyskretnych nieokreso-
wych jest nazywane przekształceniem Fouriera z dyskretnym czasem. Wa-
runki tego przekształcenia są podobne jak w zwykłym przekształceniu 
Fouriera, jednak funkcja czasu jest tu dyskretna, a nie ciągła. Zakładając, 
że kolejne dyskretne wartości sygnału (próbki) są odległe od siebie o prze-
dział czasu T  (okres próbkowania), otrzymuje się następujący zbiór za-
leżności definiujący to przekształcenie: 
- przekształcenie proste: 
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- przekształcenie odwrotne: 
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W powyższych równaniach indeks k  odnosi się do czasu. )( jX  jest 
ciągłą okresową funkcją częstotliwości o okresie T/2 . Pełna informacja 
o funkcji (w dziedzinie czasu lub częstotliwości) jest zawarta w jednym 
okresie )( jX , zatem przedział całkowania w (2.16) zmienia się w grani-
cach T/  do T/  (lub 0 do T/  — w przypadku transformaty rze-
czywistej). 

Przykład 2.3. Określić i przeanalizować przekształcenie Fouriera funkcji 
dyskretnej, która powstała w wyniku próbkowania funkcji 

)(tx  z Przykładu 2.1. Okres próbkowania 001,0T s. Funkcję 
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można zdefiniować następująco 
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Przebieg funkcji jest pokazany na rys. 2.3a. Do obliczenia transformaty funkcji 
dyskretnej można wykorzystać zależność (2.14), przy czym przedział sumowa-
nia jest ograniczony do nieujemnych indeksów 
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Po przekształceniu otrzymuje się 
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Przebieg funkcji )(rX , )(rX  oraz modułu )( jX  pokazano na rys 2.3b. Na-

leży zauważyć, że funkcje są ciągłe i okresowe, o okresie pulsacji T/2  . Jest 
to skutek dyskretyzacji funkcji. Porównując te krzywe z widmem oryginalnego 
sygnału ciągłego (Przykład 2.1) widać, że w wyniku próbkowania nieskończona 
oś częstotliwości została zawężona do przedziału )/,/( TT  , który jest powta-
rzany wzdłuż całej osi. Porównanie pokazanego na rys. 2.3c fragmentu widma (z 
odpowiednio przeskalowaną amplitudą) z widmem z Przykładu 2.1 pokazuje, 
że są one bardzo podobne. Kwestia ta będzie bardziej szczegółowo omówiona w 
dalszej części niniejszego rozdziału. □ 

Z powyższego przykładu widać, że transformata )( jX  sygnału dys-
kretnego jest funkcją okresową, a ponadto można ją łatwo wyrazić jako 
zależność od Tje : )()( TXX  jej  . Taka notacja jest często stosowana 
w literaturze w odniesieniu do transformaty Fouriera sygnału 

 

Rys. 2.3. Sygnał dyskretny (a) i jego transformaty (b); fragment z rozszerzoną 
skalą częstotliwości (c) 
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dyskretnego. Ma to również swoje uzasadnienie w bezpośrednim 
związku tego zapisu z prezentowanym dalej przekształceniem Z. 

Przekształcenie odnoszące się do dyskretnych okresowych funkcji 
czasu, które występują w ograniczonym przedziale czasowym jest nazy-
wane Dyskretnym Przekształceniem Fouriera (DPF). W tym przypadku 
transformaty są określone przez następujące wyrażenia: 

- przekształcenie proste: 
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- przekształcenie odwrotne: 
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gdzie: Na /2  - kąt pomiędzy kolejnymi próbkami, N  - liczba próbek 
w rozpatrywanym okresie sygnału (w oknie przetwarzania). 

W przypadku DPF argumenty zarówno funkcji czasu )(kx , jak i funk-
cji częstotliwości )(nX  są ograniczone do przedziału 0.. 1N . 

Przykład 2.4. Określić i przeanalizować przekształcenie Fouriera funkcji 
dyskretnej z Przykładu 2.3, która została ograniczona do 
przedziału ),0( 1T , gdzie 02,01 T s. Biorąc pod uwagę okres 
próbkowania jak w Przykładzie 2.3, funkcję tę można zdefi-
niować następująco 
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Przebieg funkcji jest pokazany na rys. 2.4a. Do obliczenia transformaty funkcji 
dyskretnej wykorzystano zależność (2.19), przy czym zakres sumowania jest 
ograniczony do przedziału 1..,,1,0  Nk , co daje 
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Po przekształceniu otrzymuje się: 
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Przebieg funkcji )(nX r , )(nX r  oraz modułu )(nX  jest pokazany na rys 2.4b. Na-

leży zauważyć, że uzyskane widmo jest dyskretne, a pełna o nim informacja jest 
zawarta w N  próbkach: 1..,,1,0  Nn . Podobnie jak w przypadku rozważanego 
poprzednio widma sygnału dyskretnego (Przykład 2.3), można uzyskać okre-
sowe przedłużenie widma na całą oś częstotliwości. 
Oś częstotliwości można tutaj rozpatrywać i oznaczać na wiele sposobów: 
- przez podanie rzeczywistej pulsacji dyskretnej [s-1]: 

1 nn  , gdzie 11 /2 T   - pulsacja składowej podstawowej - wówczas okres 
widma zawiera się w granicach ( p0 ) lub ( 2/2/ pp    ), Tp /2   - 

pulsacja próbkowania; 
- przez podanie pulsacji względnej [rad], odniesionej do okresu próbkowania T
: TnTn 1  - wówczas okres widma zawiera się w granicach ( 20 ) lub (

2/2/    ); 
- przez wyszczególnienie kolejnych numerów harmonicznych, co można ozna-
czać następująco: 

1
' / nnn  , gdzie: n  - pulsacja n -tej składowej- wówczas okres widma 

zawiera się w granicach ( N0 ) lub ( 2/2/ NN   ). □ 

Porównując otrzymane dyskretne widmo z rezultatem uzyskanym w 
Przykładzie 2.3 widać wyraźne podobieństwa kształtu obwiedni widm. 
Należy jednak zauważyć, że na rys. 2.3b występuje widmo ciągłe. O in-
nych różnicach wynikających z ograniczenia przedziału czasowego roz-
patrywanego sygnału będzie mowa w dalszej części rozdziału. 
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Rys. 2.4. Sygnał dyskretny z ograniczoną liczbą próbek (a)  
i jego transformaty (b) 
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DPF odgrywa bardzo ważną rolę w zakresie dyskretnego przetwarza-
nia sygnałów. Stosowanie DPF stało się szczególnie atrakcyjne z chwilą 
opracowania bardzo efektywnego algorytmu Szybkiego Przekształcenia Fo-
uriera - SPF (ang. Fast Fourier Transform - FFT) [20]. 

Należy zauważyć, że ograniczenie przedziału rozpatrywanej funkcji 
czasu do zakresu wyznaczonego przez okno przetwarzania ( N  próbek) 
powoduje zniekształcenie transformaty w odniesieniu do teoretycznego 
założenia, że sygnał ma długość nieskończoną. W rezultacie, w transfor-
macie takiego sygnału pojawiają się charakterystyczne oscylacje, nazy-
wane oscylacjami Gibbsa . Ilustruje to następujący przykład. 

Przykład 2.5. Porównać transformatę Fouriera dyskretnego sygnału okre-
ślonego następującą funkcją 
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sygnału, z transformatą tego sygnału ograniczonego do jed-
nego okresu (rys. 2.5a). 

W przypadku, gdy sygnał )(ky  nie jest ograniczony, jego transformata jest okre-
ślona następująco: 
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natomiast dla sygnału ograniczonego do N  próbek otrzymuje się 
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Powyższe związki łatwo uzyskać po następującym podstawieniu 
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Rys. 2.5. Dyskretny sygnał harmoniczny (a) oraz transformaty (b) sygnału nieo-
graniczonego (linia przerywana) i jego jednego okresu (linia ciągła) 
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Moduły transformat )(1 jY  oraz )(2 jY  są pokazane na rys. 2.5b. Widać, że w 

przebiegu )(2 jY  występują charakterystyczne oscylacje. □ 

Pokazane na rys. 2.5b rozbieżności w przebiegu transformat obu roz-
patrywanych sygnałów: ograniczonego do jednego okresu (linia ciągła) i 
nieograniczonego (linia przerywana) wynikają stąd, że w pierwszym 
przypadku szereg aproksymujący funkcję został ograniczony do pierw-
szych N  wyrazów. Łatwo zauważyć, że amplituda powstających w ten 
sposób oscylacji będzie tym większa, im mniejsza jest liczba branych pod 
uwagę składników szeregu N . Taki sam skutek ma gwałtowne ucięcie 
sygnału - wystąpi wówczas nieciągłość funkcji reprezentującej sygnał lub 
jej pochodnych. 

Ze względu na symetrię prostego i odwrotnego przekształcenia Fou-
riera, również ucięcie charakterystyki widmowej będzie miało podobny 
skutek na przebieg czasowy uzyskany w wyniku transformaty odwrot-
nej. Ma to istotne znaczenie przy projektowaniu filtrów. 

Rozszerzenie przekształcenia Fouriera na obszar sygnałów dyskret-
nych odbywa się w oparciu o pojęcie modelu sygnału impulsowego 
(delty Diraca): 
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t  (2.22) 

Stosując sygnał )(t  odpowiednio opóźniany w czasie z okresem dys-
kretyzacji T  można sygnał dyskretny )(kx  rozpatrywać jako przebieg 

ciągły )()(# kxtx   zgodnie z następującym przekształceniem [11]: 
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gdzie: )(# tx  oznacza sygnał ciągły, który jest równy sygnałowi oryginal-

nemu )()( txtxc   tylko dla kTt  , a dla pozostałych wartości argumentu 

jest równy zero. 

W celu określenia transformaty Fouriera zależności (2.23) oraz innych 
prostych funkcji podane zostaną niektóre podstawowe właściwości trans-
formaty Fouriera i sygnału impulsowego [30], [34]. 

Przesunięcie:  

   )()(  je j Xdtx dF . (2.24) 
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Splot: 
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przy czym, splot sygnałów ciągłych: 
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Ciąg sygnałów impulsowych: 
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Transformaty niektórych funkcji: 

   1)( tF , (2.29) 

    )()()cos( 000  tF , (2.30) 

   )(2 0
0  tjeF . (2.31) 

Właściwości sygnału impulsowego: 

 )()()( atxtxat  . (2.32) 

Transformaty (2.30), (2.31) ilustrują znaną zależność, że sygnał harmo-
niczny w dziedzinie czasu jest reprezentowany pojedynczym prążkiem 
w dziedzinie częstotliwości (gdy jest to funkcja rzeczywista, to występują 
dwa prążki rozmieszczone względem początku układu współrzędnych 
zgodnie z zasadą parzystości (kosinus) lub nieparzystości (sinus). 

Wracając do związku (2.23) można zauważyć, że jego obustronne prze-
kształcenie Fouriera na podstawie (2.24) i (2.29) prowadzi do następującej 
transformaty: 

 





k
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co jest zgodne z (2.14). 

Zależność (2.23) można rozważać jako swego rodzaju analityczny po-
most łączący dziedzinę sygnałów ciągłych z sygnałami dyskretnymi. 
Dzięki niemu można stosować teorię transformacji sygnałów ciągłych 
również w odniesieniu do sygnałów dyskretnych. 
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Warto zauważyć, że konsekwencją dyskretyzacji sygnału ciągłego jest 
okresowość jego widma. Oznacza to, że cała informacja o sygnale dys-
kretnym jest zawarta w jednym okresie jego charakterystyki częstotliwo-
ściowej. Objawia się to w postaci ‘ściśnięcia’ szerokiego widma sygnału 
ciągłego do zakresu wyznaczonego przez przedział TT //   . 
Jego szerokość zależy od okresu próbkowania T, co odpowiada pulsacji 

TT f 2 , gdzie częstotliwość próbkowania TfT /1 . Wartość 

2// TT    jest nazywana częstotliwością Nyquista (pulsacją Nyqu-
ista) [20]. 

Z praktycznego punktu widzenia ważna jest odpowiedź na pytanie, 
czy i w jakich warunkach sygnał dyskretny zachowuje pełną informację 
o oryginalnym sygnale ciągłym. Problem ten wyjaśnia twierdzenie o prób-
kowaniu (twierdzenie Kotielnikowa-Shannona) [30], [34]. Jest to w istocie 
kwestia możliwości interpolacji sygnału ciągłego za pomocą wartości 
funkcji zadanej w określonych węzłach (próbkach). Twierdzenie o prób-
kowaniu mówi, że operacja taka jest możliwa pod warunkiem, że sygnał 
ciągły jest ściśle dolnopasmowy o pulsacji granicznej g , natomiast prób-

kowanie odbywa się z częstotliwością, określoną następującą zależnością: 

 gT  2 , (2.34) 

co oznacza, że sygnał ciągły powinien być próbkowany na tyle często, aby 
w okresie składowej określonej przez pulsację graniczną były pobrane 
przynajmniej dwie próbki. 

Twierdzenie o próbkowaniu jest konsekwencją okresowości widma 
sygnału dyskretnego i można go uzasadnić porównując widmo oryginal-
nego sygnału ciągłego )()( txX cc j  i sygnału uzyskanego przez jego 

próbkowanie )()( ## txX j . W celu określenia transformaty Fouriera 
zależności (2.23) można wykorzystać fakt, że prawa strona równania 
przedstawia iloczyn dwóch funkcji względem czasu. Na podstawie (2.26) 
otrzymuje się: 
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  (2.35) 

Ponieważ sygnał impulsowy jest elementem neutralnym splotu (2.32), 
więc ostatecznie: 
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Powyższe równanie jest znane jako reguła nakładania się widm sygnału cią-
głego i dyskretnego (ang. aliasing formula). 

Na podstawie (2.36) widać, że w efekcie próbkowania, widmo sygnału 
z przedziału określonego przez okres próbkowania T  jest powielane 
okresowo na pozostałą część osi częstotliwości (rys. 2.6). Oznacza to, że 
jeśli w próbkowanym sygnale ciągłym wystąpią składowe o częstotliwo-
ści wyższej od 2/T , to w wynikowym sygnale dyskretnym te składowe 
zostaną nieodwracalnie przetransformowane do obszaru określonego 
przez okres próbkowania i zmieszane z innymi składowymi zgodnie z 
regułą nakładania. Widmo oryginalnego sygnału ciągłego może pozostać 
niezniekształcone jedynie w przedziale ograniczonym do częstotliwości 

2/T  (częstotliwość Nyquista). Zatem, spróbkowane sygnały ciągłe 
x tc ( ) , mogą być w pełni odtworzone z ich widma )( jX  (w wyniku od-
wrotnej transformacji Fouriera) tylko wtedy, gdy są to sygnały dolnopa-
smowe o widmie ograniczonym do wartości 2/T . Ilustruje to następu-
jący przykład. 

 

Rys. 2.6. Ilustracja problemu nakładania się widm: a - nałożenie widma 
sygnału po próbkowaniu, b – sygnał ciągły z ograniczonym widmem 
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Przykład 2.6. Na rys. 2.7a,b pokazane są przebiegi sygnałów ciągłych, które 
są określone następującymi zależnościami 

ttttx cba
t  sin2,0sincos)( /

1  e  

tttx ba
t  sincos)( /

2  e , 
 500a s-1,  100b s-1,  800c s-1, 02,0  s. 

Przeanalizować możliwość próbkowania tych sygnałów z 
częstotliwością 400Tf  Hz. 

Należy zauważyć, że w analizowanych sygnałach znajduje się tłumiona wykład-
niczo składowa oscylacyjna. Sygnał taki ma nieograniczone widmo ciągłe (patrz 
Przykład 2.1). Jeśli uznać, że widmo to szybko zanika wraz ze wzrostem często-
tliwości, to częstotliwość graniczną można oszacować na podstawie występują-
cych w sygnałach składowych oscylacyjnych. Zatem:  8001  cg s-1, 

 5002  ag s-1, odpowiednio dla sygnałów )(1 tx  oraz )(2 tx .  

Na podstawie (2.34) określana jest pulsacja próbkowania: 
 16001 T s-1,  10002 T s-1.  

Proponowana pulsacja próbkowania  8002  TT f s-1 nie spełnia tych wa-
runków. Pokazany na rys. 2.7c rezultat próbkowania obu sygnałów daje bardzo 
zniekształcony obraz oryginałów. Można tu zauważyć charakterystyczny przy-
padek, gdy dwa istotnie różniące się sygnały ciągłe ( )(1 tx  oraz )(2 tx ) dają 

 Rys. 2.7. Ilustracja twierdzenia o prób-
kowaniu: sygnał dyskretny (c) otrzy-
muje się przez próbkowanie sygnału 

(a) lub (b) □ 
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jednakowy wynik próbkowania. Jest to rezultat tego, że różnią się one składową  
o pulsacji c , która jest w tym przypadku równa pulsacji próbkowania cT  
. Składowa ta ma wartość zero w punktach próbkowania. □ 

Tak więc oryginalny sygnał ciągły i jego wersja dyskretna są powią-
zane ze sobą poprzez pulsację próbkowania T . W celu uniknięcia efektu 
nałożenia (a więc wiernego przeniesienia pełnej informacji z sygnału cią-
głego na dyskretny i odwrotnie) należy zastosować jedno z dwóch nastę-
pujących rozwiązań prowadzących do spełnienia warunku (2.34): 
- zwiększyć częstotliwość próbkowania, 
- ograniczyć widmo sygnału ciągłego przez zastosowanie dolnoprzepu-

stowego filtru ochronnego (ang. antialiasing filter) [11], [20], [23]. 
Wybór pomiędzy tymi dwiema metodami nie jest najczęściej dowolny, 

gdyż nie można zbyt radykalnie zwiększyć częstotliwości próbkowania 
(względy techniczne i ekonomiczne) lub ograniczyć widma sygnału cią-
głego, bo można w ten sposób stracić istotne informacje. 

Z punktu widzenia cyfrowych metod przetwarzania sygnałów, spo-
śród wymienionych przekształceń najważniejsze praktyczne znaczenie 
ma DPF. Jest to związane z faktem, że w praktycznych algorytmach cy-
frowego przetwarzania, które są realizowane w układach komputero-
wych, sygnał )(kx  ma skończoną długość, a jego widmo może być obli-
czone tylko dla wybranych wartości częstotliwości. DPF jest podstawą 
wielu algorytmów stosowanych w członach pomiarowych automatyki 
elektroenergetycznej. Z kolei, przekształcenie Fouriera nieokresowych 
sygnałów dyskretnych prowadzi do transformaty Z, która jest podstawo-
wym narzędziem analizy sygnałów i systemów dyskretnych. 

2.2.2 Przekształcenie Laplace'a 

Przekształcenie Laplace'a L  jest narzędziem matematycznym do rozwią-
zywania równań różniczkowych. Ponieważ dynamika systemów cią-
głych jest opisywana za pomocą równań różniczkowych, zatem prze-
kształcenie Laplace'a jest także narzędziem do analizy układów dyna-
micznych. 

Podobnie jak przekształcenie Fouriera, przekształcenie L również do-
konuje transformacji równań pomiędzy dwiema dziedzinami: dziedziną 
czasu oraz zespoloną dziedziną s. Związki w dziedzinie czasu traktuje się 
zazwyczaj jako relacje rzeczywiste, chociaż możliwa jest także czasowa 
reprezentacja zespolona. W odróżnieniu od przekształcenia Fouriera, 
dziedzina zespolona s w przekształceniu Laplace'a jest reprezentowana 
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w postaci płaszczyzny, na której współrzędne są określone przez część 
rzeczywistą oraz urojoną:  js , przy czym   jest również interpre-
towane jako częstotliwość. Transformata Laplace'a jest określona przez 
następującą parę przekształceń: 

       )()()( txdttxsX st L 




e            - przekształcenie proste, (2.37) 

       )()(
2
1)( 1 sXdssXtx st 





  L



e

j
 - przekształcenie odwrotne. (2.38) 

W większości przypadków, wystarczające jest badanie układu dla nie-
ujemnego czasu. Wówczas granice całkowania w (2.37) można zawęzić 
do przedziału ),0  , co prowadzi do jednostronnego przekształcenia La-
place’a [21]. 

Można zauważyć, że zawężenie płaszczyzny zespolonej s w powyż-
szym przekształceniu tylko do osi urojonej ( 0 ) prowadzi do prze-
kształcenia Fouriera. Przekształcenie Laplace'a jest zatem rozszerzeniem 
transformacji Fouriera. Jego znakomitą cechą jest to, że wiąże poszcze-
gólne punkty na płaszczyźnie s z właściwościami sygnału lub systemu w 
przestrzeni czasu. Stwarza to bardzo dogodne warunki do analizy sta-
nów przejściowych w układach elektrycznych oraz badania ich stabilno-
ści. W praktycznych zastosowaniach rzadko korzysta się z przekształceń 
w formie (2.37)-(2.38), natomiast stosuje się odpowiednie formuły alge-
braiczne i gotowe tablice przekształceń, które zostały wyprowadzone na 
podstawie tych zależności [21]. 

Podstawowym pojęciem w analizie i syntezie liniowych układów dy-
namicznych z wykorzystaniem transformaty Laplace'a jest transmitancja 
układu. Niech )(ty  będzie odpowiedzią liniowego układu na wymuszenie 

)(tx . Transmitancja s tego układu jest definiowana jako iloraz transfor-
mat Laplace'a sygnału wyjściowego  )()( tysY L  i wejściowego 

 )()( txsX L : 

 
)(
)()(

sX
sYsH  . (2.39) 

Znając transmitancję )(sH  można łatwo określić odpowiedź układu na 
dowolne wymuszenie 
 )()()( sHsXsY  . (2.40) 

Korzystanie z relacji (2.40) w przypadku, gdy oba sygnały: wymuszenie 
)(tx  oraz )(ty  są rozpatrywane w dziedzinie czasu wymaga jednak 
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zastosowania transformacji pomiędzy dziedziną czasu oraz dziedziną s. 
Odpowiednie działania wyjaśnia następujące równanie: 

   )()()( 1 sHtxty LL  . (2.41) 

Powyższa zależność może być również przedstawiona w postaci splotu 
(2.27) 

  dthtxdthtxty 








 )()()()()( , (2.42) 

gdzie: )(th  jest funkcją impulsową (odpowiedzią impulsową) układu, którą 
można rozumieć jako odpowiedź układu na wymuszenie w postaci sy-
gnału impulsowego )(t . 

Do badania właściwości układów analogowych oraz analizy ich wła-
ściwości dynamicznych stosuje się zazwyczaj jednostronne przekształce-
nie Laplace’a. Sposób formułowania zagadnienia analizy dynamiki ob-
wodu elektrycznego wynika z podstawowych właściwości przekształce-
nia. Oto najważniejsze z nich: 

 )0()()( fssFtf
dt
d








L , (2.43) 
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sFdf

t )()(
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











 L , (2.44) 

   )()( asFtfat eL  (2.45) 

oraz transformaty niektórych funkcji: 

   1)( tL ,  
s

tu 1)( L , (2.46) 

gdzie: 








0,0

0,1
)(

t
t

tu  - funkcja skoku jednostkowego, (2.47) 

  
as

at


 1eL , (2.48) 

   2
0
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0

0 )sin(






s

tL ,   2
0

20 )cos(






s

stL . (2.49) 

Podobnie jak w przypadku przekształcenia Fouriera, transformata La-
place’a sygnału dyskretnego )(kx , który powstał przez próbkowanie 
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sygnału ciągłego )(tx  z okresem próbkowania T  (2.23) przedstawia się 
następującą sumą: 

 





k

sTkkxsXsX e)()()( # , (2.50) 

która wykazuje podobieństwo do analogicznej zależności dla transfor-
maty Fouriera (2.33). 

Z powyższych zależności wynika, że liniowe elementy RLC  obwodu 
elektrycznego można przedstawiać za pomocą odpowiadających im 
transmitancji zgodnie z następującymi relacjami: 

RR  , sLL , sCC /1 . 

Stosowanie tych zależności ilustruje poniższy przykład. 

Przykład 2.7. Zbadać właściwości widmowe i dynamiczne obwodu elek-
trycznego jak na rys. 2.8 dla następujących parametrów: 

 100R , mH45L , nF630C . 
Transmitancja Laplace’a układu jest równa: 

CRsLs
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sCsLR
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Postać iloczynowa transmitancji ma następującą formę 
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gdzie: 

1,2
jz
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

 ,    
L

CLRRb
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/42
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

 , 

21 bbq  ,         1 2 1 2
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b b z zp
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


  

. 

Zera i bieguny mają następujące wartości: 
3

1,2 j5,939 10z    , 
3

1,2 ( 1,111 j5,834) 10b     . 

Położenie zer i biegunów transmitancji na 
płaszczyźnie s  jest pokazane na rys. 2.9. 
Charakterystyka częstotliwościowa oraz fa-
zowa układu są pokazane na rys. 2.10. Można 

je otrzymać przez podstawienie do transmitancji )(sH : js , co jest równo-
ważne zawężeniu płaszczyzny s  tylko do osi urojonej. Widać, że układ ten jest 
filtrem, który wycina częstotliwość określoną przez obwód LC . Charaktery-
styka impulsowa może być obliczona z transmitancji: 

R

L

C
u1 u2

Rys. 2.8. Analizowany obwód 
elektryczny 



88 2 Zasady cyfrowego przetwarzania sygnałów 

   1 2
1 21

1 2

( )e ( )e
( ) ( ) ( )

b t b tq b p b p
h t H s t

b b


  
  


L . 

Jej przebieg jest pokazany na rys. 2.11. Występująca tu funkcja impulsowa )(t   
wynika stąd, że  w transmitancji licznik i mianownik są tego samego rzędu. □ 
 

Można zauważyć, że transmi-
tancja układu (2.37)-(2.38) jest 
równa transformacie s sygnału 
wyjściowego przy pobudzeniu 
funkcją impulsową )(t . Jest to 
bardzo użyteczna właściwość, 
gdyż pozwala analizować również 
bardziej złożone przypadki. 

W dziedzinie przetwarzania sy-
gnałów przekształcenie Laplace’a 
jest stosowane do analizy i projek-
towania filtrów analogowych. 
Opracowane tu zasady są, po od-

powiednich modyfikacjach, stosowane także do projektowania filtrów 
cyfrowych. 

2.2.3 Przekształcenie Z 

Z przeprowadzonej analizy wynika, że podstawowe koncepcje teorii 
przetwarzania sygnałów dyskretnych są analogiczne do założeń teorii sy-
gnałów ciągłych. Relacje pomiędzy dziedzinami czasu i częstotliwości dla 
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sygnałów i systemów dyskretnych mogą być łatwo wyprowadzone na 
bazie pojęć przekształcenia Z. To przekształcenie spełnia analogiczną rolę 
w odniesieniu do systemów i sygnałów dyskretnych, co przekształcenie 
Laplace'a w stosunku do systemów i sygnałów ciągłych. Transformata Z  
sygnału dyskretnego )(kx  jest definiowana następująco [20]  

   





k

kzkxkxzX )()()( Z , (2.51) 

gdzie: z  jest zmienną zależną od okresu próbkowania (dyskretyzacji) T i 
zmiennej zespolonej s  znanej z przekształcenia Laplace’a: 

 sTz e . (2.52) 

Zależność (2.51) określa tzw. dwustronną transformatę Z  (indeks k  
przebiega przez ujemną i dodatnią oś czasu). W praktycznych zastosowaniach 
występują układy i sygnały przyczynowe*, dla których w (2.51) indeks 

 ..0k . Można zauważyć, że transformata Z  jest w istocie innym sposo-
bem zapisu transformaty Laplace’a sygnału dyskretnego. Podstawienie 
(2.52) sprawia, że złożone niekiedy zależności logarytmiczno-wykładni-
cze przekształcają się do postaci funkcji algebraicznych, co ułatwia ich 
analizę i interpretację. 

Transformata Z dowolnego sygnału dyskretnego może być obliczona 
bezpośrednio na podstawie (2.51). Na przykład, dla dyskretnej funkcji 
impulsowej 
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otrzymuje się: 

 1)( zX . (2.54) 

W przypadku dyskretnego skoku jednostkowego: 
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łatwo uzyskać: 
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* Przyczynowość oznacza, że układ nie może odpowiedzieć na pobudzenie 

wcześniej, nim ono zostało podane na jego wejście [11]. 
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Wyrażeniu sTz   e1  w dziedzinie zespolonej odpowiada opóźnienie 
o jedną próbkę w dziedzinie czasu. Ogólnie jest to określone następującą 
zależnością [19]: 

 )()}({ 0
0 zXzkkx kZ . (2.57) 

Przekształcenie Z  jest bardzo ważnym narzędziem w teorii sygnałów 
i systemów dyskretnych. W prowadzonych tu rozważaniach tylko w 
ograniczonym stopniu będzie wykorzystywana ta forma zapisu i analizy 
procedur przetwarzania sygnałów. Dokładny opis tego przekształcenia 
wraz z zastosowaniami Czytelnik znajdzie w literaturze specjalistycznej 
[19], [20], [36]. 

Podobnie jak w przypadku przekształcenia Fouriera i Laplace’a, trans-
mitancję Z liniowego układu dyskretnego definiuje się jako iloraz trans-
format Z odpowiedzi )(zY  oraz wymuszenia )(zX  

 
)(
)()(

zX
zYzH  . (2.58) 

Transmitancja (funkcja przejścia) )(zH  jednoznacznie określa właściwości 
częstotliwościowe i dynamiczne układu. Transformata Z odpowiedzi 
układu o transmitancji )(zH  na dowolne wymuszenie )(zX  jest zatem 
określona następująco 

 )()()( zXzHzY  . (2.59) 

W dziedzinie czasu odpowiada temu relacja splotu dyskretnego wymu-
szenia )(kx  z funkcją impulsową układu )(kh  

 









mm

khkmxkmhkxky )()()()()( , (2.60) 

co można krócej zapisać przy użyciu symbolu splotu 

 )()()()()( kxkhkhkxky  , (2.61) 

gdzie: )(kh  jest odwrotną transformatą Z transmitancji układu 

  )()( 1 zHkh  Z . (2.62) 

Transmitancja (2.58) jest bardzo ważnym pojęciem w teorii układów 
dyskretnych. Funkcja )(zH  jest ilorazem wielomianów względem zmien-

nej 1z : 
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
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)(
)()( , (2.63) 

skąd: 

 






 
L

l
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l

M
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m
m zbzXzazY

00

)()( . (2.64) 

Korzystając z zależności (2.57) można łatwo określić transformatę od-
wrotną związku (2.64): 

 



L

l
l

M

m
m lkxbmkya

00

)()( . (2.65) 

Przy założeniu, że 10 a  (co można uzyskać po odpowiednim unormo-
waniu (2.63)), otrzymuje się algorytm obliczania odpowiedzi układu dys-
kretnego na wymuszenie w postaci sygnału )(kx : 

 



M

m
m

L

l
l mkyalkxbky

10

)()()( . (2.66) 

Jest to równanie różnicowe, które opisuje sposób funkcjonowania układu 
dyskretnego. Analizując warunki realizowalności układu widać, że 

ML   (w układach przyczynowych sygnał wyjściowy może się bowiem 
pojawić po wcześniejszym wystąpieniu sygnału wejściowego). 

Widmowa charakterystyka układu dyskretnego może być analizowana 

na podstawie transmitancji )(zH  przez podstawienie Tz je  (2.52): 

 Tz
zHH T




je
je


 )()( . (2.67) 

Przekształcenie (2.67) oznacza przejście od transformaty Z układu do 
transformaty Fouriera (jeśli tylko transformata Fouriera istnieje dla dys-
kretnej funkcji )(kh ). Można zauważyć, że w tej relacji przekształcenie Z 
odpowiada przekształceniu Fouriera sygnałów dyskretnych nieokreso-
wych. Oznacza to, że widmo transformaty Z jest ciągłą okresową funkcją 
częstotliwości o okresie T/2 . 

W wielu zastosowaniach wykorzystuje się relacje pomiędzy prze-
kształceniem Z oraz DPF. Podstawowe związki występujące pomiędzy 
tymi dwoma narzędziami syntezy oraz analizy sygnałów i układów dys-
kretnych można określić rozpatrując ogólny przypadek, w którym funk-
cja )(nX  (2.18) przedstawia dyskretne widmo sygnału )(kx  
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ograniczonego do N  próbek (poza tym przedziałem jest on równy zero). 
Konsekwencje ograniczenia zakresu występowania analizowanego sy-
gnału mogą być niekiedy bardzo istotne. Jednocześnie, wzór definicyjny 
(2.51) przedstawia szereg Fouriera, w którym próbki sygnału )(kx  są 
współczynnikami rozwinięcia funkcji )( jX  - co bezpośrednio wynika z 
(2.67) (w przypadku przekształcenia Z charakterystykę częstotliwościową 
sygnału uzyskuje się przez odwzorowanie funkcji określającej transfor-

matę Z na okręgu jednostkowym Tz je ). Można łatwo pokazać, że od-
nosi się to także do sygnałów ograniczonych w czasie, do których stosuje 
się DPF. Niech )(kxp  będzie nieskończonym ciągiem o okresie N : 

)()( lNkxkx pp   dla dowolnego l, natomiast sygnał )(kx  przyjmuje 

wartości zerowe poza jednym okresem dla 1,...,1,0  Nk , w którym jest 
równy ciągowi )(kxp . Transformatę sygnału )(kx  można określić zgod-

nie z (2.51): 

 









 
1

0

)()()()(
N

k

k

k

k
pp zkxzkxkwzX , (2.68) 

gdzie: 

 




 


, 

1, ..., 1, 0, dla
k

Nk
kwp hpozostalyc dla,0

,1
)(  (2.69) 

natomiast )(zX  nawiązuje do oznaczenia w (2.51). 

Ciąg )(kwp  jest nazywany funkcją okna prostokątnego (oknem prostokąt-

nym). 

Obliczając )(zX  w N  równoodległych punktach na okręgu jednostko-
wym (zakłada się, że sygnał )(kx  jest próbkowany w równych odstępach) 

 N
n

nz
2j

e  , 1,...,1,0  Nn , (2.70) 

otrzymuje się dyskretną funkcję  

 )()( nXnX j , gdzie: n
NTn
 2

 . (2.71) 

Właściwości DPF są zatem podobne do właściwości przekształcenia Z. 
Przy interpretacji DPF należy jednak pamiętać, że sygnał )(kx  w (2.18) 
nie przedstawia nieskończonego sygnału okresowego lecz jest ciągiem 
ograniczonym do N  próbek. Równanie (2.68) nie przedstawia zatem 
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rozwinięcia okresowej funkcji )(kxp  w szereg Fouriera. To skojarzenie 

może się nasunąć, gdyż identyczne relacje, jak w przypadku DPF, wystę-
pują także w odniesieniu do szeregu Fouriera. 

Jak widać, różnica pomiędzy szeregiem Fouriera i DPF występuje je-
dynie w interpretacji sygnałów )(kx  oraz )(kxp . W przypadku, gdy ciąg 

)(kx  jest jednym okresem sygnału )(kxp , to obie transformaty są sobie 

równoważne w dziedzinie częstotliwości: )()( nXnX p  oraz czasu: 
)()( kxkx p . Ponieważ jednak dyskretny ciąg )(kx  w przypadku DPF jest 

zawsze ograniczony do okna o długości N  próbek, więc również operacje 
przesunięcia oraz splotu dotyczą tylko tego obszaru. W przeciwieństwie 
do szeregu Fouriera, operacja przesunięcia ciągu oraz splot mają w przy-
padku DPF właściwości cykliczne 'modulo N ' (splot kołowy) [11]. 

2.2.4 Transformacja układów ciągłych do układów 
dyskretnych 

Związki pomiędzy transformatą Laplace’a (jako bardziej ogólną formą 
transformaty Fouriera) a transformatą Z odpowiadają relacjom zachodzą-
cym pomiędzy sygnałami (układami) ciągłymi i dyskretnymi. Podsta-
wowa zależność pomiędzy zespoloną płaszczyzną układów ciągłych s  a 
zespoloną płaszczyzną z  układów dyskretnych jest określona przez 
(2.52). W praktyce korzysta się jednak z innych związków, które pozwa-
lają przetransformować określone właściwości układów ciągłych na 
układy dyskretne i odwrotnie. Przedstawione zostaną dwa spośród wielu 
takich związków. 

Metoda niezmienności charakterystyki impulsowej. Zakłada się, że 
charakterystyka impulsowa układu dyskretnego )(kh  jest równoważna 
charakterystyce impulsowej układu ciągłego )(thc  w punktach próbko-
wania ( kTk  ): 

 )()( kThkh c . (2.72) 

Przy tym założeniu można pokazać, że jeśli transmitancję układu ciągłego 
)(sH c  przedstawi się w postaci sumy ułamków prostych (przyjmuje się, 

że pierwiastki wielokrotne nie występują) 

 
 


M

k k

k
c ss

AsH
1

)( , (2.73) 
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to transmitancja odpowiadającego mu układu dyskretnego o okresie 
próbkowania T  ma następującą postać [2], [20]: 

 





M

k
Ts
k

z
TAzH

k1
11

)(
e

, (2.74) 

przy czym, parametr T  w liczniku został dodany jedynie w celu odpo-
wiedniego skalowania transmitancji )(zH . Właściwości tej transformacji 
przedstawia poniższy przykład. 

Przykład 2.8. Utworzyć układ dyskretny, który będzie równoważny, w sen-
sie metody niezmienności charakterystyki impulsowej, ukła-
dowi ciągłemu z Przykładu 2.7. Przyjąć okres próbkowania 

sT 410 . 
Transmitancję układu ciągłego )(sHc  można przedstawić w postaci sumy ułam-
ków prostych: 

1 2

1 2

( ) 1c
A AH s

s p s p
  

 
, 

gdzie: 
21

2
121

1 pp
pzzA




 , 
21

2
221

2 pp
pzzA




 ; pozostałe współczynniki jak w Przykła-

dzie 2.7. 
Stosując do powyższej transmitancji zależność (2.74), po odpowiednich prze-
kształceniach otrzymuje się: 

1 2
0 1 2

1 2
0 1 2

( ) b b z b zH z
a a z a z

 

 

 


 
, 

gdzie: 0 1 21 ( )b T A A   ,  1 2 2 1
1 1 2e e ( e e )p T p T p T pb Tb T A A     , 1 2( )

2 eT p pb  , 

  0 1a  , 1 2
1 e ep T p Ta   , 2 2a b . 

Obrazy charakterystycznych punktów transmitancji )(sHc  oraz )(zH  są poka-
zane na rys. 2.12. Przejście pomiędzy płaszczyzną s  a płaszczyzną z  odbywa się 

 
Rys. 2.12. Przekształcenie płaszczyzny sT w płaszczyznę z  
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w dwóch etapach: najpierw cała płaszczyzna s  układu ciągłego dzieli się na 
okresowo powtarzające się odcinki o szerokości 2  (jest to wynik dyskretyzacji 

z okresem T ), a następnie, odpowiednie punkty płaszczyzny sTe , są transfor-
mowane na płaszczyznę z . Można zauważyć (rys. 2.12), że oś urojona płaszczy-
zny s  przechodzi w okrąg jednostkowy na płaszczyźnie z  zgodnie z pokaza-
nymi strzałkami. Lewa półpłaszczyzna s  ( 0 ) jest transformowana do wnę-
trza okręgu ( 1z ), a prawa ( 0 ) – przechodzi w otoczenie okręgu ( 1z ). 

Charakterystykę częstotliwościową układu dyskretnego można uzyskać na pod-
stawie transmitancji )(zH  zgodnie z (2.67). Jest ona pokazana na rys. 2.13. 
Na podstawie transmitancji układu )(zH  można także określić algorytm, we-
dług którego przetwarzany jest sygnał wejściowy układu dyskretnego. Podsta-
wiając uzyskaną transmitancję do (2.59) otrzymuje się: 

1 2 1 2
0 1 2 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a Y z a z Y z a z Y z b X z b z X z b z X z        , 

skąd, uwzględniając (2.57) 

0 1 2 1 2

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2)b b b a ay k x k x k x k y k y k
a a a a a

         . 

Powyższa zależność przedstawia równanie filtru rekursywnego, który szczegó-
łowo jest opisany w dalszej części rozdziału. Przyjmując w charakterze sygnału 
wymuszającego funkcję impulsową (2.53), otrzymuje się odpowiedź impulsową 
filtru (rys. 2.14). Widać, że uzyskany przebieg jest podobny do funkcji impulso-
wej pierwotnego układu ciągłego (rys. 2.11). □ 

Metoda transformacji dwuliniowej. Wywodzi się ona z aproksymacji 
całki funkcji ciągłej za pomocą dyskretnej metody trapezów. Powiązanie 
dziedziny czasu ciągłego z dziedziną czasu dyskretnego zachodzi w tym 
przypadku poprzez następującą zależność [11], [33]: 

Rys. 2.13. Charakterystyka częstotli-
wościowa układu dyskretnego 
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Rys. 2.14. Odpowiedź impulsowa 
filtru cyfrowego 
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
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
z
z

T
s , (2.75) 

przy czym, czynnik T/2  pełni rolę współczynnika skalującego, więc wy-
godniej jest posługiwać się bardziej ogólną postacią [19]: 

 1

1

1
1









z
zs  , (2.76) 

gdzie:   jest współczynnikiem skalującym, dobieranym w celu ustalenia 
odpowiednich relacji amplitudowych pomiędzy obu dziedzinami (ciągłą i 
dyskretną)*. Zależność (2.75) oznacza, że transformacja układu ciągłego do 
układu dyskretnego odbywa się przez następujące podstawienie: 

 
1

1

1
1)()(











z
zsc sHzH


. (2.77) 

Powyższa zależność jest znana jako transformacja dwuliniowa (biliniowa). 

Relacja (2.75) określa współzależność pomiędzy płaszczyzną układu 
ciągłego s  a płaszczyzną układu dyskretnego TssT ' . Podstawiając do 
(2.75) zależność (2.52) otrzymuje się 

 









2
' Tss tgh , (2.78) 

 







s

T
s arctgh2' . (2.79) 

Związki te są konsekwencją ‘zwinięcia’ całej płaszczyzny s  układu cią-
głego do pasa ograniczonego częstotliwością T/j  na płaszczyźnie 
układu dyskretnego 's . 

Zależności (2.77), (2.78) mają istotne znaczenie wówczas, gdy analizo-
wane jest odwzorowanie charakterystyki częstotliwościowej oryginal-
nego układu ciągłego w przetworzonym układzie dyskretnym lub od-
wrotnie. Jeśli w (2.78) ograniczyć się tylko do rozważania rzeczywistej 
zmiennej   w miejsce zmiennej zespolonej s , to: 

 









2
' Ttg  , (2.80) 

 
* Na przykład, biorąc pod uwagę relacje amplitudowe w stanie ustalonym w 

sieci o pulsacji znamionowej 1  otrzymuje się: )2//1 T1tg(  . Patrz też p. 
4.3.3. 



2.2 Podstawy matematyczne przetwarzania sygnałów 97 

 







 arctg

T
2' . (2.81) 

W obu przypadkach występuje silnie nieliniowa zależność, która pogłę-
bia się w miarę wzrostu argumentu odpowiedniej funkcji. Konsekwencje 
tych relacji są pokazane w poniższym przykładzie. 

Przykład 2.9. Dokonać transformacji układu ciągłego z Przykładu 2.7 do 
układu dyskretnego za pomocą transformacji dwuliniowej. 
Przyjąć okres próbkowania sT 4104,0  . 

Zastosowanie przekształcenia (2.75) w odniesieniu do transmitancji )(sH  
układu ciągłego z Przykładu 2.7 prowadzi do ( 1 ): 

2
2

1
10

2
2

1
10)(










zazaa
zbzbbzH , gdzie: 

 21210 )(1 zzzzb  , )1(2 211 zzb  , 21212 1 zzzzb  , 

 21210 )(1 ppppa  , )1(2 211 ppa  , 21212 1 ppppa  , 
 ii pz ,  są odpowiednio zerami i biegunami transmitancji )(sH  z Przykładu 
2.7. 
Uzyskana transmitancja )(zH  układu dyskretnego ma podobną formę jak w 
Przykładzie 2.7. Jej postać widmowa może być otrzymana zgodnie z (2.67). Pro-
ces transformacji charakterystyki częstotliwościowej układu ciągłego do układu 
dyskretnego zgodnie z metodą transformacji dwuliniowej jest pokazany na rys. 
2.15. Widać, że zgodnie z zależnością (2.80) oś częstotliwości ulega podczas tego 
przekształcenia deformacji. W ten sposób proporcje występujące w 

 
Rys. 2.15. Transformacja układu ciągłego do układu dyskretnego 
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charakterystyce układu ciągłego ulegają zniekształceniu w charakterystyce od-
powiadającego mu układu dyskretnego. Proporcjonalne odwzorowanie zacho-
dzi tylko w początkowym zakresie częstotliwości. □ 

Zagadnienie odwzorowania charakterystyki częstotliwościowej 
układu ciągłego w odpowiadającym mu układzie dyskretnym jest ważne 
wówczas, gdy układy ciągłe są stosowane w charakterze wzorców do 
projektowania układów dyskretnych. Metoda ta jest stosowana w przy-
padku projektowania niektórych rodzajów filtrów cyfrowych. 

2.3 Filtracja cyfrowa 

2.3.1 Opis filtrów cyfrowych 

Tradycyjnie przyjmuje się, że układ dyskretny (cyfrowy) realizujący okre-
ślony algorytm przetwarzania, który jest zdefiniowany w dziedzinie 
czasu za pomocą równania różnicowego, jest filtrem dyskretnym (cyfro-
wym). Kluczowym pojęciem w analizie i projektowaniu filtrów cyfro-
wych i algorytmów przetwarzania cyfrowego jest funkcja przejścia )(zH
, gdyż jest ona bezpośrednio powiązana ze stabilnością układu (filtru) 
oraz jego charakterystyką częstotliwościową. Może ona być określona 
jako transformata Z funkcji impulsowej 

 





k

kzkhzH )()( . (2.82) 

Stabilność filtru zależy od warunków istnienia sumy szeregu (2.82). 
Obszar zbieżności transformaty )(zH  jest określony przez wartości 

zmiennej z , dla których ciąg kzkh )(  jest bezwzględnie sumowalny. W 
praktyce, warunek ten jest wiązany z właściwościami funkcji przejścia fil-
tru, a mianowicie, filtr jest stabilny jeśli wszystkie bieguny (pierwiastki 
mianownika) jego transmitancji leżą w obszarze 1z , czyli wewnątrz 

okręgu jednostkowego płaszczyzny zespolonej Z . 
W celu analizy właściwości częstotliwościowych filtru zakłada się, że 

jest on pobudzany harmonicznym sygnałem zespolonym 

 kTkx je)( ,  k0 . (2.83) 

Na podstawie (2.57) wiadomo, że opóźnienie próbek sygnału jest rów-
noważne pomnożeniu tego sygnału przez odpowiedni współczynnik ze-
spolony (przy ograniczeniu rozważań do stanu ustalonego): 
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 mTTmk kxmkx  jj ee   )()( )( . (2.84) 

Stosując sygnał (2.84) jako wymuszenie w (2.60), otrzymuje się: 

 )()()()()()()( kxHkxmhmkxmhky T

m

mT

m

 jj ee 









 









. (2.85) 

W ten sposób, odpowiedź jest równa wymuszeniu (harmonicznemu) po-
mnożonemu przez pewną zespoloną funkcję, która jest widmową posta-
cią funkcji przejścia (2.67) 

 Tz
T zHHjH 

 je
je  )()()( , (2.86) 

czyli charakterystyką częstotliwościową filtru. W dalszych rozważaniach 
będzie stosowane oznaczenia )( jH  dla określenia zespolonej charakte-
rystyki częstotliwościowej filtru. )( jH  jest funkcją zespoloną, którą 
można przedstawić w postaci sumy składowej rzeczywistej i urojonej lub 
w zapisie wykładniczym: 

  ,)()(
),()()(

)(arg 


jjejj
jjjj

H
ir

HH
HHH




 (2.87) 

gdzie )( jH  reprezentuje charakterystykę amplitudową, a 

  )()(arg  jj HH   - charakterystyką fazową filtru. 

Charakterystykę amplitudową przedstawia się często w skali logaryt-
micznej (w dB) i wówczas wzmocnienie filtru jest reprezentowane nastę-
pującą wielkością:  )(log20 jH  [dB]. Z charakterystyką fazową filtru 

związane są dwie funkcje określane jako opóźnienie fazowe oraz opóźnienie 
grupowe, które są definiowane następująco: 

 
 


 )(arg)( jH
p  - opóźnienie fazowe, (2.88) 

 
 



d

jd )(arg)( H
g  - opóźnienie grupowe. (2.89) 

Dla układów o rzeczywistych funkcjach impulsowych )(kh  zachodzi za-
leżność: 

  *)()(  jj  HH , (2.90) 

gdzie * jest operacją sprzężenia zespolonego, 
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co oznacza, że charakterystyka amplitudowa |)(| jH  jest funkcją parzy-
stą, podczas gdy charakterystyka fazowa )( jH  jest nieparzystą funkcją 
częstotliwości  [11]. 

Ciągi sygnałów przetwarzanych w rzeczywistych układach cyfrowych 
mają skończoną długość, zatem odpowiednie równania przetwarzania 
mają formę sum skończonych. Zależność wejście-wyjście w liniowym 
systemie dyskretnym jest przedstawiana w postaci równania różnico-
wego (2.66), z którym związana jest transmitancja (2.63). 

Filtry cyfrowe dzieli się w zależności od charakteru funkcji impulsowej 
lub sposobu realizacji jego równania. W przypadku skończonej długości 
odpowiedzi impulsowej jest to filtr o Skończonej Odpowiedzi Impulsowej - 
SOI) (ang. Finite Impulse Response - FIR). W przeciwnym przypadku jest to 
filtr o Nieskończonej Odpowiedzi Impulsowej - NOI) (ang. Infinite Impulse Re-
sponse - IIR) [4], [36]. 

Transmitancja filtru SOI nie ma biegunów (zer wielomianu mianow-
nika), co można zauważyć analizując równanie (2.63) przy założeniu, że 
mianownik nie zależy od parametru z , to jest, gdy 

 0la  for Ll ,...,2,1 , (2.91) 

co prowadzi do następującej zależności: 

 



M

m
m mkxbky

0
)()( . (2.92) 

W ten sposób równanie (2.66) dla 1L  opisuje procedurę filtru NOI, na-
tomiast (2.92) przedstawia algorytm filtru SOI. 

Filtry SOI są zazwyczaj realizowane według algorytmu nierekursyw-
nego, co oznacza, że poprzednie wartości sygnału wyjściowego (lub we-
wnętrznego w procedurze filtru) nie są używane do określenia aktual-
nego sygnału wyjściowego. I odwrotnie - w procedurze filtru NOI ma 
miejsce relacja rekursywna, gdyż po prawej stronie równania (2.92) wy-
stępują poprzednie wartości obliczanego sygnału wyjściowego. Taka pro-
cedura nazywa się algorytmem rekursywnym. Jednakże w ogólnym przy-
padku zarówno filtry NOI mogą być realizowane według algorytmu nie-
rekursywnego, jak i filtry SOI mogą być wykonane według procedury re-
kursywnej. Stąd też należy zachować rozróżnienie pomiędzy charakte-
rem odpowiedzi impulsowej filtru (SOI - NOI) a sposobem jego realizacji 
(nierekursywny - rekursywny). 
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2.3.2 Filtry o skończonej odpowiedzi impulsowej 

Algorytm filtru SOI jest określony przez równanie (2.92). Sygnał wyj-
ściowy powstaje jako liniowa kombinacja M  próbek sygnału wejścio-
wego, co można zapisać jako 

 





1

0
)()()(

M

m

mkxmhky , (2.93) 

gdzie: )(mh  jest funkcją impulsową filtru. 

Ze względu na sposób wykonywania operacji (2.93), przedział obej-
mujący ostatnie M próbek sygnału wejściowego nazywa się oknem po-
miarowym (oknem przetwarzania). Równanie filtru (2.93) przestawia 
splot kołowy, który może być także zapisany w następującej formie: 

 





1

0

)1()1()(
M

m

MmkxmMhky . (2.94) 

Duże zainteresowanie filtrami SOI w automatyce elektroenergetycznej 
wynika z bardzo użytecznej ich właściwości: można łatwo zaprojektować 
filtry tego typu o liniowej charakterystyce fazowej, czyli o stałym opóź-
nieniu grupowym. Pozwala to w prosty sposób utworzyć parę filtrów o 
podobnych właściwościach częstotliwościowych których fazy sygnałów 
wyjściowych są przesunięte wzajemnie o kąt 2/ . Para takich wąskopa-
smowych filtrów tworzy zatem estymator sygnału zespolonego o wybra-
nej częstotliwości. 

Transmitancja filtru (2.93) ma następującą postać 

 





1

0

)()(
M

m

mzmhzH . (2.95) 

Jego charakterystyka częstotliwościowa (amplitudowo-fazowa) jest okre-
ślona równaniem 

 





1

0
)()(

M

m

TmmhH  jej . (2.96) 

Powyższą funkcję wygodnie jest przedstawić w postaci wykładniczej [19]  

 )()()(  jej HH  , (2.97) 

gdzie: )(H  jest nazywana charakterystyką częstotliwościową przy zero-
wej fazie (charakterystyką zerowo-fazową), gdyż: 
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)()(  HH j  dla 0)(  , przy czym, 

|)(||)(|  jHH      - charakterystyka amplitudowa, 









0)()(arg
0)()(arg

)(




HH
HH

dla   j
 dla         j

 - charakterystyka fazowa. 

Można zauważyć, że )(H  jest funkcją rzeczywistą. 

Ze względu na charakter funkcji określającej stałe opóźnienie grupowe 
(2.89), filtry SOI tworzą dwie następujące rodziny. 

a) Filtry o stałym opóźnieniu grupowym i fazowym, dla których cha-
rakterystyka fazowa jest określona równaniem 

  g)( . (2.98) 

Warunek ten jest spełniony gdy funkcja impulsowa filtru jest parzysta 
(symetryczna) względem środka okna pomiarowego 

 )1()( mMhmh   dla 10  Mm  (2.99) 

i wówczas: 

 
2

)1( TM
g


  (2.100) 

oraz 

 
2

)1()( TM  
 . (2.101) 

Przykład funkcji impulsowej filtru o stałym opóźnieniu grupowym i fa-
zowym jest pokazany na rys. 2.16a. 

b) Filtry o stałym opóźnieniu grupowym, dla których charakterystyka 
fazowa jest określona równaniem 

  g 0)( . (2.102) 

Dla 2/0    powyższy warunek jest spełniony w przypadku funkcji 
impulsowej nieparzystej względem środka okna pomiarowego (rys. 
2.16b) 

 )1()( mMhmh   dla 10  Mm , (2.103) 

co prowadzi do 

 
2
)1()(  


TM

. (2.104) 
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Charakterystyka częstotliwościowa rozważanych filtrów może być 
otrzymana przez podstawienie odpowiedniej funkcji impulsowej do 
(2.96). Dla parzystej liczby próbek M otrzymuje się [20]: 
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  (2.105) 

skąd łatwo określić liniową fazę )(  oraz zerowo-fazową charaktery-
stykę częstotliwościową )(H . Przykład funkcji )(H  dla przypadku jak 
w (2.105) jest pokazany na rys. 2.17. 

Inny sposób określenia charakterystyki częstotliwościowej filtru pro-
wadzi przez zastosowanie przekształcenia Z. Dla parzystej wartości 
liczby próbek M , uzyskuje się: 
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Rys. 2.16. Kształt parzystej (a) oraz nieparzystej (b) charakterystyki impulso-
wej filtru SOI 



104 2 Zasady cyfrowego przetwarzania sygnałów 

Projektowanie filtrów SOI polega na określeniu funkcji impulsowej 
)(mh  (2.93), która spełnia wymagania określone przez charakterystykę 

częstotliwościową (2.105). Znanych jest wiele konkretnych sposobów 
projektowania filtrów SOI [2], [19], [36]. W technice projektowania algo-
rytmów pomiarowych automatyki elektroenergetycznej często stosuje się 
prostą metodę próbkowania częstotliwości [20], [36]. Wykorzystuje ona 
relacje pomiędzy przestrzenią dyskretnego czasu oraz dziedziną często-
tliwości występujące w przekształceniu Z. Pokazuje to następujący przy-
kład. 

Przykład 2.10. Zaprojektować parę filtrów wąskopasmowych do określania 
składowych ortogonalnych sygnału o częstotliwości 50 Hz z 
zakłóconego sygnału wejściowego. Sygnał jest próbkowany z 
okresem 001,0T s, a szerokość okna pomiarowego wynosi 

20M  próbek. 
Jest to typowe zadanie projektowania estymatora sygnału zespolonego składo-
wej podstawowej prądu lub napięcia w obwodzie elektrycznym. Należy zauwa-
żyć, że okno pomiarowe odpowiada okresowi podstawowej harmonicznej sy-
gnału gdyż NM  , gdzie N - liczba próbek sygnału w okresie podstawowej har-
monicznej. 

-1

0

1

0 /T /T/T 

H
parzysta funkcja h(m) a)
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1

0 /T /T/T 

H
nieparzysta funkcja h(m) b)

 
Rys. 2.17. Charakterystyka zerowo-fazowa filtrów SOI o parzystej (a) 

oraz nieparzystej (b) funkcji impulsowej; parzysta liczba próbek M 
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Analizując charakterystykę częstotliwościową filtrów SOI (2.97) można zauwa-
żyć, że rozdzielenie sygnału harmonicznego na składowe ortogonalne (a więc 
takie, które są wzajemnie przesunięte o kąt 2/ ) uzyskuje się przez użycie 
dwóch filtrów, odpowiednio z parzystą )(mhc  i nieparzystą )(mhs funkcją im-
pulsową. W ten sposób na wyjściu filtru o transmitancji )( jcH  otrzyma się skła-
dową bezpośrednią, a na wyjściu filtru o transmitancji )( jsH  - składową pro-
stopadłą (kwadraturową). 

W celu określenia funkcji 
)(mhc , )(mhs  trzeba jeszcze 

zdefiniować przebieg charak-
terystyki amplitudowej obu fil-
trów. W rozważanym przy-
padku należy dążyć do uzy-
skania wąskopasmowych fil-
trów o podobnym przebiegu 
wzmocnienia, z częstotliwo-
ścią srodkową 50 Hz. Wła-
ściwy przebieg postulowanych 
charakterystyk uzyskuje się na 
podstawie rys. 2.17, przy 
czym, dla przyjętych danych 
krok próbkowania częstotli-
wości wynosi: 

 100
001,020

22
10 




NT
co odpowiada częstotliwości 
podstawowej sygnału 50 Hz. 
W związku z okresowością 
charakterystyki częstotliwo-

ściowej, wystarczy ją określić w przedziale ( TT //   ). Charakterystyka 
fazowa w (2.97) oraz kształt funkcji )( ncH  , )( nsH   są zdeterminowane przez 
podstawowe parametry filtru: N  - parzyste, )(mhc  - funkcja parzysta, )(mhs  - 
funkcja nieparzysta. Stąd, 'idealne' charakterystyki częstotliwościowe )( ncH   
oraz  )( nsH   w przedziale 0 nn  ,  12/,...,1,0  Nn  powinny mieć formę 
jak na rys. 2.18, przy czym ich fazy są określone przez następujące zależności: 
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)1()( TN n
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 


 oraz 2

)1()(  


TN n
ns

. 
Omawiana metoda projektowania filtrów z próbkowaniem częstotliwości polega 
na zastosowaniu odwrotnego DPF (2.20) w odniesieniu do tak sformułowanych 
charakterystyk częstotliwościowych. Uzyskuje się w ten sposób ich charaktery-
styki impulsowe.  
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Rys. 2.18. Próbki postulowanej charakterystyki 
częstotliwościowej filtru dla składowej bezpo-

średniej (a) oraz kwadraturowej (b) 
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Wracając do rys. 2.18 łatwo zauważyć, że postulowana charakterystyka często-
tliwościowa )(nH  przyjmuje niezerowe wartości tylko w dwóch punktach: 
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Stosując odwrotne DPF w odniesieniu do powyższych związków otrzymuje się 
odpowiedzi impulsowe: - dla filtru bezpośredniego: 
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, dla 1,...,1,0  Nm , Na /2  
i podobnie dla )(mhs . Sumowanie dotyczy tylko wybranych punktów, dla któ-
rych charakterystyki częstotliwościowe są różne od zera, zatem łatwo otrzymać 
wynik w następującej postaci: 
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 dla 1,...,1,0  Nm . 
Widać, że charakterystyki impulsowe są reprezentowane rzeczywistymi funk-
cjami sinus i kosinus w jednym okresie analizowanego przebiegu (rys. 2.19). 
Charakterystyki częstotliwościowe uzyskanych filtrów w przedziale 

T/0    (co odpowiada liczbie 2/N  próbek charakterystyki częstotliwościo-
wej) są przedstawione na rys. 2.20. Można zauważyć, że uzyskane charaktery-
styki różnią się od ich wersji postulowanych - równość zachodzi jedynie dla 
punktów określonych przez pulsację n  odpowiadającą próbkom funkcji )(nX
. Te różnice objawiają się w postaci oscylacji Gibbsa (listki boczne) [20]. Są one 
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Rys. 2.19. Funkcje impulsowe filtrów SOI 
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rezultatem skończonej liczby pró-
bek pierwotnej charakterystyki 
częstotliwościowej, które bierze 
się pod uwagę przy projektowa-
niu filtru. Im większa liczba pró-
bek M  sygnału w oknie pomia-
rowym filtru, tym mniejsze będą 
oscylacje Gibbsa, a co za tym idzie 
- również wierniejsze odwzoro-
wanie pożądanej charakterystyki 
częstotliwościowej. 
Duże oscylacje towarzyszą gwał-
townym zmianom amplitudy 
charakterystyki częstotliwościo-
wej filtru. Jednym ze sposobów 
eliminacji tych niekorzystnych 
oscylacji jest ograniczanie szyb-
kich zmian w postulowanej cha-
rakterystyce częstotliwościowej 
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Rys. 2. 20. Zerowo-fazowe charakterystyki częstotliwościowe filtru  
bezpośredniego (a) oraz kwadraturowego (b) 

Tablica 2.1. Próbki charakterystyki częstotliwościowej zmodyfikowanego  
filtru SOI 

n )(nH c  )(nH s  

-2 N/25,0 je  )2//2(5,0   Nje
-1 N/je  )2//(   Nje  
0 0,5 0 
1 N/je  )2//(  Nje  
2 N/25,0 je  )2//2(5,0  Nje  

1,0
b)

Hc(n)
1,0



a)

-1 1

Hs(n)

-1
1

9-9

9-9



-1,0



Rys. 2.21. Zmodyfikowane charakterystyki 
częstotliwościowe filtru bezpośredniego (a) 

oraz kwadraturowego (b) 
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przez dodanie próbek o pośrednich wartościach. 
W rozpatrywanym przypadku znaczną redukcję oscylacji Gibbsa można uzyskać 
przez dodanie w wyjściowej charakterystyce częstotliwościowej próbek o warto-
ści 0,5 w strefie przejściowej, gdy amplituda tej charakterystyki zmienia się po-
między wartościami 0 i 1 (rys. 2.18). Zmodyfikowana w ten sposób charaktery-
styka jest pokazana na rys. 2.21. Próbki tej charakterystyki wraz z odpowiadają-
cymi im wartościami charakterystyki fazowej są przedstawione w Tablicy 2.1. 
Poddając je odwrotnemu DPF uzyskuje się odpowiedzi impulsowe )(mhcm , 

)(mhsm  projektowanych filtrów (rys. 2.22), którym odpowiadają charakterystyki 
amplitudowe jak na rys. 2.23. Można zauważyć istotną redukcję amplitudy list-
ków bocznych, w porównaniu z rys. 2.20.  

Przedstawiony w Przykładzie 2.10 sposób wygładzania charaktery-
styki częstotliwościowej filtru można uogólnić przez odwołanie się do 
funkcji okna (2.69). Można zauważyć, że charakterystyki impulsowe 
przedstawiają fragmenty nieskończonych ciągów dyskretnych funkcji 
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Rys. 2.22. Charakterystyki impulsowe filtrów zmodyfikowanych 
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Rys. 2.23. Zerowo-fazowa charakterystyka zmodyfikowanego filtru bezpo-
średniego (a) oraz kwadraturowego (b) □ 
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kosinus: )(mhcp  oraz sinus: )(mhsp , ograniczonych do jednego okresu, co 

można zapisać następująco: 

 
),()()(
),()()(

mhmwmh
mhmwmh

spps

cppc




 (2.107) 

gdzie: )(mwp  jest funkcją okna prostokątnego (2.69). 

W przypadku filtru z wygładzoną charakterystyką częstotliwościową 
otrzymuje się 

 
),()()(
),()()(

mhmwmh
mhmwmh

spmsm

cpmcm




 (2.108) 

gdzie: )(mwm  jest funkcją okna, 
które modyfikuje charaktery-
stykę częstotliwościową filtru 
(rys. 2.24). Próbki funkcji 

)(mwm  można uzyskać jako ilo-
raz )(/)()( mhmhmw smspm  , 

1,...1,0  Nm . Widać, że wy-
gładzanie pasma przejściowego 
charakterystyki amplitudowej 
jest równoważne zastosowaniu 
funkcji okna, która ogranicza 
efekt ucięcia funkcji impulso-
wej i jej redukcji do skończonej 
długości. 

W praktyce stosowane są funkcje okna, które w określony sposób mo-
dyfikują charakterystyki impulsowe. Poniżej podane są charakterystyki 
niektórych znanych funkcji okna [19], [20]. 

- Okno Hamminga jest określone następującym równaniem: 

 
1

2cos46,054,0)(



M

kkwM


, 1,...1,0  Mk . (2.109) 

- Okno Hanna: 

 
1

2cos5,05,0)(



M

kkwN


, 1,...1,0  Mk . (2.110) 

- Okno Blackmana: 

0
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1

1,5
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wm

 

Rys. 2.24. Funkcja okna  
zmodyfikowanego filtru 
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1

4cos08,0
1

2cos5,042,0)(






M

k
M

kkwB


, 1,...1,0  Mk . (2.111) 

Przebiegi tych funkcji są pokazane na rys. 2.25. Ich charakterystyki am-
plitudowe w zestawieniu z 
charakterystyką okna pro-
stokątnego prezentuje rys. 
2.26. Widać, że zastosowa-
nie odpowiedniej funkcji 
kształtującej charaktery-
stykę impulsową filtru 
może prowadzić do znacz-
nego wzrostu tłumienia fil-
tru w paśmie zaporowym. 
Niestety, dzieje się to kosz-
tem wzrostu szerokości 
głównego listka charaktery-
styki amplitudowej – a więc 
poszerza się pasmo przepu-
stowe filtru. 

Ostatecznie można sformułować następujący algorytm projektowania 
filtrów SOI do rozważanych tu zastosowań. 
Algorytm 2.1. Projektowanie filtrów SOI dla potrzeb elektroenergetycznej 

automatyki zabezpieczeniowej. 
 Określić podstawowe parametry filtru: częstotliwość próbkowania (lub 

liczbę próbek w okresie N ), szerokość okna pomiarowego oraz wyma-
ganą amplitudową charakterystykę częstotliwościową filtru. W przypadku 
zastosowania do estymacji sygnału potrzebne są dwa filtry o zbliżonych 
charakterystykach amplitudowych oraz charakterystykach fazowych róż-
niących się o kąt 2/ . 

 Metodą próbkowania częstotliwości wyznaczyć charakterystyki impulsowe 
filtrów. 

 Wprowadzić ewentualną korektę charakterystyki amplitudowej za pomocą 
okien czasowych. □ 

Należy zauważyć, że rozważane tu filtry są przeznaczone do realizacji 
w mikroprocesorowym układzie pomiarowym pracującym w czasie rze-
czywistym, a więc stosowane procedury powinny charakteryzować się 
szybką odpowiedzią i małą złożonością. Warunki te zmuszają projektan-
tów do użycia stosunkowo prostych filtrów. Przedstawione powyżej roz-
ważania ilustrują podstawowe właściwości filtrów SOI i ich przydatność 
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Rys. 2.25. Funkcje typowych okien: 1 – Ham-
minga, 2 –Hanna, 3 - Blackmana 
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w automatyce zabezpieczeniowej. Można przy tym sformułować nastę-
pujące uwagi. 

- Użycie pary filtrów SOI o liniowej charakterystyce fazowej różniącej 
się o kąt 2/ , umożliwia łatwą estymację sygnału zespolonego 

 )()()( kxkxkx sc j , (2.112) 

gdzie: )(kxc  i )(kxs  są 
sygnałami wyjściowymi 
filtrów o odpowiednio, 
parzystej i nieparzystej 
charakterystyce impul-
sowej. Powinny to być 
filtry wąskopasmowe, z 
pasmem przepustowym 
dobranym do estymo-
wanej składowej sy-
gnału. Stosunkowo do-
bre efekty można uzy-
skać przez zastosowanie 
dwóch filtrów z ortogo-
nalnymi funkcjami im-
pulsowymi utworzo-
nymi z fragmentów 

funkcji sinus i kosinus. Filtry te w pełni eliminują wszystkie lub wybrane 
składowe harmoniczne sygnału wejściowego. Cecha ta jest bardzo istotna 
w omawianych tu zastosowaniach, gdyż podstawowe zakłócenia wystę-
pujące w sygnale wejściowym układów automatyki zabezpieczeniowej 
mają charakter oscylacji harmonicznych [12], [23]. 

- Redukcja listków bocznych charakterystyki amplitudowej filtrów 
może być osiągnięta przez zastosowanie odpowiedniej funkcji okna. Jed-
nakże powoduje to poszerzenie głównego listka uzyskanej charaktery-
styki amplitudowej, co przy stosunkowo wąskich oknach pomiarowych 
w omawianych tu zastosowaniach (zbliżonych do jednego okresu składo-
wej podstawowej sygnału), pogarsza właściwości filtracyjne algorytmu. 
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Rys. 2.26. Charakterystyki częstotliwościowe ty-
powych okien: 1 – Hamminga, 2 –Hanna, 3 – 

Blackmana, 4 - prostokątnego
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2.3.3 Filtry o nieskończonej odpowiedzi impulsowej 

Algorytm filtru NOI jest określony równaniem (2.66). Odpowiada mu 
transmitancja Z  jak w (2.63), którą wygodnie jest zapisać w następującej 
postaci: 

 














 L

l

l
l

M

m

m
m

za

zb

zX
zYzH

1

0

1)(
)()( . (2.113) 

Ponieważ przynajmniej jeden spośród współczynników la , Ll ..1  w 
(2.113) jest różny od zera, transmitancja filtru NOI ma różne od zera bie-
guny (pierwiastki mianownika), co istotnie zmienia jego właściwości w 
porównaniu z filtrem SOI. W ogólnym przypadku, aproksymacja okre-
ślonej charakterystyki częstotliwościowej wymaga zastosowania filtru 
NOI mniejszego rzędu. Jednakże filtry NOI, w przeciwieństwie do pre-
zentowanych powyżej filtrów SOI, mają nieliniową charakterystykę fa-
zową [19]. 

Powszechnie stosowana metoda projektowania filtrów NOI polega na 
wcześniejszym określeniu prototypowego filtru analogowego, który na-
stępnie jest przekształcany w filtr cyfrowy. Jest to uzasadnione tym, że 
dobrze znana jest teoria filtrów analogowych, w ramach której stosowane 
są standardowe metody aproksymacji charakterystyki amplitudowej. 
Również procedury transformacji filtrów analogowych na filtry cyfrowe 
są dobrze poznane i można je łatwo stosować w programach komputero-
wych [2], [23]. 

W tym przypadku, procedura projektowania filtru NOI przebiega we-
dług następujących etapów: 

1. Określić charakterystyki poszukiwanego filtru w odniesieniu do fil-
tru analogowego. 

2. Określić transmitancję prototypowego filtru analogowego. 
3. Przekształcić transmitancję filtru analogowego (transformata L) w 

ekwiwalentną transmitancję filtru cyfrowego (transformata Z). 
Prototyp analogowy jest zazwyczaj definiowany jako filtr dolnoprzepu-

stowy. Po transformacji do postaci dyskretnej otrzymuje się również filtr 
dolnoprzepustowy. Projektowanie filtrów górnoprzepustowych, środko-
woprzepustowych i zaporowych jest w tym przypadku dokonywane 
przez odpowiednią modyfikację charakterystyki, co może się odbywać za-
równo w odniesieniu do filtru analogowego, jak i cyfrowego. Poniżej omó-
wione są poszczególne etapy projektowania filtru NOI. 
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Projektowanie prototypowego filtru analogowego 
Transmitancja filtru analogowego jest określona następującą funkcją 

zmiennej zespolonej s : 
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gdzie: L  - rząd filtru; LM   dla zapewnienia ograniczonego wzmocnie-
nia przy częstotliwości dążącej do nieskończoności. 

Filtr określony transmitancją (2.114) jest stabilny, gdy bieguny )(sH a  
(czyli pierwiastki funkcji )(sD ): 

kkks  j , 1,,1,0  Lk  , 

spełniają warunek: 0k  dla 1,,1,0  Lk  . 

Charakterystyka częstotliwościowa filtru o transmitancji (2.114) może 
być określona przez podstawienie  js  w )()(  jaa HsH  (w miejsce 

typowego symbolu   pulsa-
cję oznaczono tu przez   w 
celu podkreślenia, że odnosi 
się ona do czasu ciągłego). 

W przypadku filtru dol-
noprzepustowego, charakte-
rystyka amplitudowa odpo-
wiadająca funkcji )( jaH  
może być zdefiniowana wa-
runkami, jak na rys. 2.27. Dla 
pasma przepustowego za-
chodzi następująca zależ-
ność: 

 11|)(|1  jaH  (2.115) 

i podobnie dla pasma zaporowego: 

 2|)(| jaH . (2.116) 

Powyższe relacje stanowią bazę wyjściową do projektowania filtrów, 
których charakterystyka amplitudowa jest zdefiniowana przez pasma 
przepustowe i zaporowe, a wzmocnienie jest stałe - z założoną tolerancją. 

1

c r 00
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a(j

  Rys. 2.27. Przebieg charakterystyki amplitu-
dowej filtru dolnoprzepustowego  
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Poniżej przedstawione są typowe metody aproksymacji transmitancji ta-
kich filtrów. 

Filtry Butterwortha 
Aproksymacja Butterwortha zapewnia maksymalnie płaską charakte-

rystykę amplitudową filtru w paśmie przepustowym i zaporowym [11]. 
Charakterystyka częstotliwościowa amplitudy filtru L -tego rzędu jest 
określona za pomocą następującej funkcji: 

 L

c

aaa HHH 2
2

1

1)()(|)(|














 jjj . (2.117) 

W celu powiązania często-
tliwości odcięcia c  z rzędem 
filtru L  można zauważyć, że 

1|)0(| aH  oraz 

2/1|)(| 2caH  (dla często-
tliwości odcięcia wzmocnie-
nie filtru spada o 3 dB). Filtr 
Butterwortha jest w pełni 
zdefiniowany przez założony 
rząd L , który może być okre-
ślony na podstawie przyję-
tych założeń (rys. 2.28) we-
dług następującego równania 
[19]: 
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Kwadrat transmitancji filtru: )()( sHsH aa   (2.117) ma L2  biegunów 
określonych zależnością 

 )()1( 2/1
c

L
ks  j , 1,,1,0  Lk  , (2.119) 

które są równomiernie rozmieszczone na okręgu o promieniu c  płasz-
czyzny zespolonej s  [19]. Stabilnemu filtrowi odpowiadają bieguny znaj-
dujące się w lewej części płaszczyzny, związane z indeksami 
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Rys. 2.28. Charakterystyka amplitudowa filtru 

Butterwortha
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1,,1,0  Lk  . Łatwo sprawdzić, że są one określone następującym rów-
naniem: 
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Odpowiada im transmitancja o postaci: 
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Filtr Czebyszewa 
Filtr Butterwortha ma monotonicznie opadającą charakterystykę am-

plitudową w miarę wzrostu pulsacji || . To powoduje, że nałożone wy-
magania w pasmach przepuszczania i tłumienia wymagają stosowania 
niekiedy filtrów wysokiego rzędu. Bardziej racjonalne może być stosowa-
nie aproksymacji Czebyszewa, dla której charakterystyka amplitudowa 
pozostaje monotoniczna tylko w jednym z wymienionych pasm: w pa-
śmie zaporowym (I rodzaj) lub w paśmie przepustowym (II rodzaj). W 
pozostałym zakresie charakterystyka wykazuje lokalne ekstrema, które 
jednak spełniają założone warunki (rys. 2.29). 

Kwadrat modułu charakterystyki amplitudowej filtru Czebyszewa I 
rodzaju jest określony następującą funkcją [19]: 
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gdzie: )(xTL  jest wielomianem Czebyszewa L -tego rzędu o następującej 
postaci ( i  - liczba całkowita nieujemna) 

a)
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Rys. 2.29. Charakterystyka amplitudowa filtru Czebyszewa I (a) oraz II  
 rodzaju (b) 
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Znany jest rekursywny algorytm obliczania tego wielomianu 

),()(2)( 11 xTxxTxT iii    ,2,1i , 

gdzie: 1)(0 xT  oraz xxT )(1 . 

Parametr 2  w (2.122) jest określony przez dopuszczalny przedział 
[11]:  

 1
)1(

1
2
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2 





 . (2.124) 

Rząd poszukiwanego filtru, który spełnia przyjęte założenia może być 
określony według zależności 

 


































c

r

L
1

2
1

2
2

2

11

cosh

)1(1
11cosh







, (2.125) 

przy czym L  biegunów transmitancji )(sH a  stabilnego filtru jest roz-
mieszczonych w lewej półpłaszczyźnie s  na elipsie o równaniu 

 )( kkcks  j , (2.126) 

gdzie: 
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Funkcja przejścia filtru może być określona w następującej postaci [2]: 
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HsH , (2.127) 

gdzie, w celu normalizacji charakterystyki (jednostkowe wzmocnienie 
dla zerowej częstotliwości), 0H  należy przyjąć zgodnie z zależnością: 
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Charakterystyka filtru Czebyszewa II rodzaju (rys. 2.29b) zanika mo-
notonicznie w paśmie przepustowym i przybiera lokalne ekstrema w pa-
śmie zaporowym. Kwadrat modułu tej charakterystyki jest określony 
równaniem 
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gdzie: 2  - jak w (2.124). 

Ograniczenia dla pasma zaporowego są podobne jak dla filtru I ro-
dzaju, zatem rząd filtru jest również określony przez zależność (2.125). W 
tym przypadku, przeciwnie niż dla filtru I rodzaju, transmitancja ma zera 
oraz bieguny. Zera transmitancji filtru są rozmieszczone na osi urojonej i 
przyjmują następujące wartości [19]: 
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podczas gdy bieguny stabilnego filtru kkks  j  dla 1,,1,0  Lk  , 
przyjmują wartości 

 2222 ,
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


 , (2.130) 

gdzie: k  oraz k  są określone podobnie jak dla filtru I rodzaju (2.126), 
przy czym: 
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Funkcja przejścia tego filtru ma następującą postać [2]: 
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gdzie, w celu normalizacji charakterystyki, należy przyjąć: 


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
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0
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L

k k

k

r
sH . 

Należy zauważyć, że dzięki rezygnacji z wymogu monotoniczności 
części charakterystyki amplitudowej w filtrze Czebyszewa uzyskuje się 
bardziej strome niż w przypadku filtru Butterwortha, przejście pomiędzy 

pasmem przepustowym i za-
porowym. Z tego punktu wi-
dzenia jeszcze korzystniejszą 
charakterystykę można uzy-
skać rezygnując z monoto-
niczności charakterystyki w 
obu pasmach (zaporowym i 
przepustowym). Takie filtry 
nazywają się filtrami elip-
tycznymi (rys.2.30). Bliższe 
informacje na temat ich pro-
jektowania Czytelnik może 
znaleźć w bardziej zaawan-
sowanej literaturze [2], [19]. 

Przekształcenie filtru analogowego w filtr cyfrowy 
Kolejnym etapem syntezy filtru cyfrowego jest przekształcenie proto-

typowego filtru analogowego w jego odpowiednik cyfrowy. Oznacza to 
w tym przypadku przekształcenie transmitancji reprezentowanej w prze-
strzeni zespolonej s  w przestrzeń zespoloną z . Można w tym celu zasto-
sować jedną z metod przedstawionych w p. 2.2.4. 

Projektowanie filtru cyfrowego z zastosowaniem przekształcenia 
dwuliniowego polega na użyciu transformacji (2.76) w odniesieniu do 
transmitancji prototypowego filtru analogowego. W celu uzyskania od-
powiednich cech charakterystyk filtru w wybranych punktach częstotli-
wości (na przykład, c  oraz r  dla filtru dolnoprzepustowego), należy 
najpierw przetransformować wartości tych częstotliwości do przestrzeni 
ciągłej zgodnie z zależnością (2.77). W ten sposób przykładowe 

1

c r 00
2

1

a(j

 
Rys. 2.30. Charakterystyka amplitudowa filtru 

eliptycznego 



2.3 Filtracja cyfrowa 119 

częstotliwości filtru cyfrowego przyjmują odpowiednie wartości dla filtru 
ciągłego ( c  oraz r ). 

Przekształcenie dwuliniowe można także zastosować bezpośrednio do 
transmitancji filtru analogowego. Jeśli transmitancja prototypu analogo-
wego ma następującą postać 
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to zastąpienie w (2.132) zmiennej s  zgodnie z (2.76) prowadzi do nastę-
pującej transmitancji filtru cyfrowego [11] 
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gdzie: 
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Współczynnik 0h  może być określony z transmitancji filtru dla zero-
wej częstotliwości: 0 .  

Przekształcenie częstotliwości 
Pokazana powyżej procedura przekształcenia dwuliniowego pozwala 

zaprojektować dolnoprzepustowy filtr cyfrowy na podstawie prototypu 
filtru analogowego. Inne rodzaje filtrów: górnoprzepustowy, pasmowo-
zaporowy i pasmowoprzepustowy można uzyskać przez odpowiednie 
przekształcenie filtru dolnoprzepustowego. Pożądaną transformację 
funkcji przejścia można wykonać w odniesieniu zarówno do filtru analo-
gowego, jak i cyfrowego. 

Sposób przekształcenia analogowego filtru dolnoprzepustowego w 
filtr analogowy o odpowiedniej charakterystyce jest podany w Tablicy 2.2 
[11]. Założono tam, że )(sH a  jest transmitancją wyjściowego filtru analo-
gowego, a częstotliwości c , l  oraz u  odnoszą się do wynikowego 
filtru analogowego. 

Zasady transformacji częstotliwości filtru dyskretnego są pokazane w 
Tablicy 2.3. Dolnoprzepustowy filtr o transmitancji )(zH  może być prze-
kształcony w filtr górnoprzepustowy, środkowoprzepustowy lub 
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środkowozaporowy o zadanych granicznych częstotliwościach przez za-
stąpienie zmiennej 1z  przez podaną funkcję. Wyprowadzenie tych 
związków można znaleźć w [2]. 

Gdy do przekształcenia filtru analogowego stosuje się przekształcenie 
dwuliniowe, to przekształcenie częstotliwości można przeprowadzić w 
odniesieniu do filtru analogowego lub cyfrowego [11]. Przekształcenia 
zawarte w Tablicach 2.2 oraz 2.3 pozwalają uzyskać dowolny filtr cy-
frowy na podstawie prototypu dolnoprzepustowego filtru analogowego. 
Stanowią one podstawę komputerowych programów do projektowania 
filtrów cyfrowych NOI, które są stosowane w popularnych pakietach pro-
gramowych [28].  

Podsumowując, można podać następujący ogólny algorytm projekto-
wania filtrów NOI  
Algorytm 2.2. Projektowanie filtrów NOI. 
 Zaprojektować prototyp analogowego filtru dolnoprzepustowego (wybrać 

odpowiedni typ filtru oraz szerokość pasma przepustowego określonego 
przez częstotliwość odcięcia c ). 

 Przekształcić filtr w celu uzyskania założonych właściwości widmowych 
(górnoprzepustowy, środkowoprzepustowy, środkowozaporowy) – zgod-
nie z Tablicą 2.2. 

 Przekształcić transmitancję filtru do postaci cyfrowej - można skorzystać z 
przekształceni dwuliniowego. □ 

Ostatnie dwa kroki algorytmu mogą być zamienione w zależności od 
tego, czy przekształcenie częstotliwości odbywa się w odniesieniu do 

Tablica 2.2. Przekształcenie częstotliwości filtru analogowego 

Typ projektowanego filtru Przekształcenie 
Dolnoprzepustowy )'(sH a , c  
- częstotliwość odcięcia projek-
towanego filtru 

c

ss


'  

Górnoprzepustowy  )'(sH a , 

c  - częstotliwość odcięcia 
projektowanego filtru 

s
s c
'  

Środkowoprzepustowy  )'(sH a

, l , u  - dolna i górna często-
tliwość odcięcia 
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'
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s
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


  
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l , u  - dolna i górna często-
tliwość odcięcia 
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s
ss




 2
)('  
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filtru analogowego, czy cyfrowego. Poniższy przykład ilustruje proce-
durę projektowania na przykładzie filtru dolnoprzepustowego i środko-
woprzepustowego. 

Przykład 2.11.  Zaprojektować dolnoprzepustowy cyfrowy filtr Butterwor-
tha, który spełnia następujące założenia: 
a) pasmo przepustowe zmienia się nie więcej niż o 1 dB dla 
częstotliwości mniejszej niż pf =75Hz, 

b) tłumienie w paśmie zaporowym jest większe niż 10 dB dla 
częstotliwości  Hz120rf , 
c) analogowy sygnał wejściowy jest próbkowany z częstotli-
wością Tf =2000Hz. 

Zgodnie z tym, okres próbkowania:  TfT /1 0,0005s. 
Następnie należy przekształcić wszystkie częstotliwości graniczne filtru cyfro-
wego: pp f 2  oraz rr f 2  do odpowiednich wielkości w dziedzinie czasu 

ciągłego. Określa to relacja (2.77), na podstawie której dla 1 : 

Tablica 2.3. Przekształcenie częstotliwości filtru cyfrowego 

Typ projektowanego 
filtru 

Przekształcenie Parametry 

Dolnoprzepustowy 
1

1
1

1 








z

zz



 
]2/)(sin[
]2/)(sin[

'

'

cc

cc

T
T








  

Górnoprzepustowy 
1

1
1

1 








z

zz



 
]2/)(cos[
]2/)(cos[

'

'

cc

cc

T
T








  
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Środkowozaporowy 
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c  - częstotliwość odcięcia; l  - dolna częstotliwość odcięcia; 

u  - górna częstotliwość odcięcia 
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skąd można określić parametry filtru analogowego: 
,1|)(|log20 10 jHa  dla p0 , 

,10|)(|log20 10 jHa  dla r . 
Rząd filtru można określić się na podstawie (2.118). Wielkość przedziału 2  dla 
powyższych danych jest zdefiniowana przez następujący związek: 

10 220log 10   , skąd otrzymuje się: 2 0,316  . 
Częstotliwość odcięcia c  oraz rząd filtru L można określić na podstawie układu 
równań filtru dla dwóch znanych punktów: 
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, 
gdzie: p891,0 , co odpowiada wzmocnieniu filtru dla częstotliwości p : 

1log20 10 p . 

Rozwiązując te równania względem c  oraz L  otrzymuje się: c =0,15906s-1 i 
L =3,719. Ponieważ wartość L  powinna być całkowita, więc uzyskany wynik na-
leży zaokrąglić do najbliższej nie mniejszej wartości całkowitej, przyjmując L =2. 
Bieguny filtru określa związek (2.120), skąd otrzymuje się następujące pary liczb: 

j0,14695 -0,06087 1,0s , j0,06087 -0,14695 3,2s . 
Podstawiając te wartości do (2.121) uzyskuje się transmitancję prototypowego 
filtru analogowego: 
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Rys. 2.31. Charakterystyka amplitudowa (a) oraz fazowa (b) dolnoprzepustowego 
filtru Butterwortha 
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Stosując dwuliniowe przekształcenie (2.76) ze współczynnikiem 1  otrzymuje 
się następującą postać transmitancji filtru cyfrowego 
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Charakterystyki częstotliwościowe amplitudy i fazy uzyskanego filtru są poka-
zane na rys. 2.31, natomiast charakterystyka impulsowa – na rys. 2.32. Można 
zauważyć, że charakterystyka amplitudowa jest funkcją monotoniczną w całym 
przedziale zmian częstotliwości, co jest charakterystyczne dla tego typu filtru. □ 

Przykład 2.12. Zaprojektować środkowoprzepustowy cyfrowy filtr Czeby-
szewa II rodzaju spełniający następujące założenia: 
a) pasmo przepustowe jest stałe z tolerancją 1,5dB w zakresie 

kHz76kHz74  f , 
b) pasmo zaporowe charakteryzuje się tłumieniem powyżej 
15 dB dla zakresów częstotliwości kHz65lf  oraz 

kHz85uf . 

Wejściowy sygnał ciągły jest próbkowany z częstotliwością kHz200Tf , co od-

powiada okresowi próbkowania 5105,0 T s. Tego typu filtry są stosowane do 
separacji sygnału użytecznego od szumu w układach automatyki zabezpiecze-
niowej, których kryteria działania wykorzystują sygnał wysokiej częstotliwości 
generowany podczas zwarć w systemie elektroenergetycznym. 
Charakterystyczne wartości częstotliwości filtru przeliczone na wielkości pręd-
kości kątowej wynoszą: 
- dolna częstotliwość odcięcia (granica pasma tłumiącego): 650002   l s-1, 
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Rys. 2.32. Odpowiedź impulsowa dolnoprzepustowego filtru Butterwotha 
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- górna częstotliwość odcięcia (granica pasma tłumiącego): 850002  u  s-1, 
- górna częstotliwość odcięcia pasma przepustowego: 760002  c  s-1. 
Najpierw należy zaprojektować filtr dolnoprzepustowy o tym samym paśmie 
przejściowym, jak w wymienionych danych. Odpowiednie częstotliwości po-
winny być przetransformowane do dziedziny filtru ciągłego. Jak i w poprzednim 
przykładzie przyjęto 1 , co prowadzi do następujących wielkości: 









2
Ttg l

l


1,6319s-1,









2
Ttg c

c


2,5257s-1 , 









2
Ttg u

u


4,1653 s-1. 
Dolnoprzepustowy filtr analogowy powinien zatem spełniać następujące wyma-
gania: 

5,1|)(|log20 10 jaH  dla c0 , 

1020log | ( j ) | 1,5aH     dla u   . 
W przypadku filtru Czebyszewa II 
typu, jego rząd L określa się na 
podstawie (2.125). Wielkości 1  
oraz 2  można obliczyć z następu-
jących relacji: 

10 120log (1 ) 1,5   , co daje 

1 0,1586  , oraz 

10 220log 15   , skąd 2 0,1778  . 
Podstawienie tych wartości do 
(2.125) daje wynik 6199,2L , a za-
tem należy przyjąć  L=3. 
Zera filtru (pierwiastki licznika) są 
określone na podstawie (2.129): 
pierwsza para:  0,1 j4,8097r   , 

a trzeci pierwiastek r2  przyjmuje wartość nieskończoną i należy go pominąć.  
Podobnie, bieguny filtru (pierwiastki mianownika) obliczane są zgodnie z 
(2.130): 

0,1 -1, 2018 j3,1241s    oraz 6614,42 s . 

Ostatecznie, transmitancja dolnoprzepustowego filtru analogowego przybiera 
następującą postać (2.131): 

2

2 3

1 0,0432( )
1 0, 4291 0,1353 0,0191a

sH s
s s s



  

. 

Charakterystyka amplitudowa tego filtru jest pokazana na rys. 2.33. Tym razem 
przekształcenie częstotliwości będzie prowadzone w odniesieniu do filtru analo-
gowego. Stosując wzory z Tablicy 2.2 dla częstotliwości przepustowej l  oraz 

u  otrzymuje się następującą transmitancję analogowego filtru środkowoprze-
pustowego: 

00
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Rys.2.33. Charakterystyka amplitudowa analo-
gowego prototypu filtru Czebyszewa  

I rodzaju 
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3 5

2 3 4 5 6

63,445 30,420 1,3732( )
314,04 198,53 194,95 70,169 28,681 4, 2972a

s s sH s
s s s s s s

 


     
. 

Ostatecznie, stosując przekształcenie dwuliniowe w odniesieniu do powyższej 
transmitancji otrzymuje się funkcję przejścia projektowanego filtru cyfrowego 

1 2 4 5 6

1 2 3 4 5 6

(1 2,6070 2, 4447 2, 4447 2,6070 ) / 8,5251( )
1 3,6809 6,5366 6,8940 4,5564 1,76655 0,3273

z z z z zH z
z z z z z z

    

     

    


     
. 

Przebieg częstotliwościowej charakterystyki amplitudy i fazy uzyskanego filtru 
jest pokazany na rys. 2.34. Można zauważyć monotoniczny przebieg charaktery-
styki amplitudowej w paśmie przepustowym i występujące ekstrema lokalne w 
paśmie zaporowym, co jest charakterystyczne dla filtru Czebyszewa II rodzaju. 
Charakterystyka fazowa jest ogólnie nieliniowa. □ 

2.4 Korelacja cyfrowa 

Korelacja )(nrxg  pomiędzy dwoma dyskretnymi sygnałami )(mx  oraz 

)(mg  jest określona następującym związkiem: 

 





m

xg nmgmxnr )()()( . (2.134) 

Przekształcenie to odgrywa bardzo ważną rolę w teorii procesów sto-
chastycznych [5]. Jednak ze względu na bliskie powiązanie zależności 
(2.134) z podobną relacją odnoszącą się do dyskretnego splotu (2.85), ko-
relacja cyfrowa jest również ważnym narzędziem cyfrowego przekształ-
cania sygnałów i identyfikacji ich parametrów. Ten właśnie aspekt kore-
lacji będzie przedmiotem dalszej analizy. 
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Rys. 2.34. Charakterystyka amplitudowa (a) oraz fazowa (b) cyfrowego środkowo-
przepustowego filtru Czebyszewa II rodzaju 
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Jeśli sygnały )(mx  oraz )(mg  są okresowe z tym samym okresem M , 
to zależność (2.134) można zastąpić następującym równaniem [2]: 

 





1

0
)()()(

M

m
xg nmgmxnr . (2.135) 

Gdy oba korelowane sygnały są równe: )(mx = )(mg , to operacja 
(2.135) jest nazywana autokorelacją i jest oznaczana przez )(nrxx . Jeśli )(mx
 )(mg , to mówi się o korelacji wzajemnej. Wynik korelacji (korelacji wza-
jemnej) periodycznych sygnałów o okresie pT  jest także periodyczny z 

tym samym okresem. W przeciwieństwie do autokorelacji, korelacja wza-
jemna zachowuje informację o przesunięciu fazowym pomiędzy korelo-
wanymi sygnałami. Ponadto, wynik korelacji wzajemnej zawiera tylko te 
harmoniczne, które występują w obu korelowanych sygnałach. 

Widać stąd, że korelacja ma wiele cech wspólnych z filtracją. W prze-
kształceniu (2.134) sygnał )(mg  można traktować jako wzorzec interpo-
lacyjny, a wynik korelacji )(nrxg  jest ciągiem współczynników, które cha-

rakteryzują stopień podobieństwa pomiędzy przetwarzanym sygnałem 
)(mx  i wzorcem )(mg . Innymi słowy, ciąg )(nrxg  daje szacunek, na ile 

model reprezentowany przez )(mg  jest zgodny z obserwowanymi da-
nymi )(mx . 

Rezultat korelacji (2.134) jest funkcją przesunięcia n . W zastosowa-
niach korelacji do cyfrowego przetwarzania sygnałów zazwyczaj przyj-
muje się 0n  i przekształcenie dokonywane jest na ostatnich M  prób-
kach sygnału )(kx  i wzorca )(kg : 

 
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m

mkgmkxky  (2.136) 

lub 
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mgmxky
1

)()()( , (2.137) 

co można zapisać w następującej postaci wektorowej 

 )()()( kkky T gx , (2.138) 

gdzie: 
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Zakłada się przy tym, że oba korelowane sygnały mają taką samą dłu-
gość. 

Podobnie jak w przypadku splotu, użyteczne formuły korelacji cyfro-
wej odnoszą się do skończonego ciągu próbek sygnału. Przedłużenie ko-
relacji na pozostałe wyrazy analizowanego sygnału można wykonać na 
dwa sposoby, co jest pokazane na rys. 2.35. W pierwszym przypadku (rys. 
2.35a) zakłada się, że przebieg wzorcowy (korelujący) jest sygnałem okre-
sowym o tej samej długości co sygnał analizowany. Korelacja odbywa się 
w oknie o długości M  próbek, które przesuwa się względem obu prze-
biegów. Odpowiada temu algorytm określony zależnościami (2.136)-
(2.138). 

Natomiast w drugim przypadku (rys. 2.35b), wzorzec g m( )  jest ogra-
niczony do M  próbek rozmieszczonych w oknie pomiarowym, które 
przesuwa się względem sygnału )(mx po każdorazowym wykonaniu 
operacji korelacji. Odpowiednia formuła przyjmuje wówczas następującą 
postać 
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co w formie wektorowej jest określone równaniem 

 gx )()( kky T , (2.140) 

gdzie:  )(kx  - jak w (2.138), 
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Rys. 2.35. Ilustracja korelacji cyfrowej z dwoma różnymi sposobami  
przedłużenia przetwarzania na kolejne próbki 
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TMggg )]1(...)1()0([ g . 

Można zauważyć, że algorytmy określone równaniami (2.136) oraz 
(2.139) dają rezultat w postaci sygnałów wyjściowych o całkowicie róż-
nym charakterze (porównaj krzywe )(ky  na rys. 2.35 a i b). Stała wartość 
sygnału )(ky  na rys. 2.35a wynika z faktu, że podstawowa harmoniczna 
wzorcowego sygnału )(kg  i sygnału wejściowego )(kx  mają tę samą czę-
stotliwość. Ponadto, długość okna pomiarowego jest równa okresowi 
podstawowej składowej i wszystkie harmoniczne są całkowicie wyelimi-
nowane. W kolejnych pozycjach ślizgającego się względem obu przebie-
gów okna pomiarowego wynik korelacji jest taki sam, chociaż wzorzec 
zawarty w kolejnych pozycjach okna zmienia się. W przeciwieństwie do 
tego, funkcja korelacyjna w algorytmie (2.139) jest stała w oknie pomiaro-
wym (okno pomiarowe przesuwa się wraz z funkcją bazową), co jest cha-
rakterystyczne również dla filtracji (splotu). 

Łatwo zauważyć, że DPF (2.18) jest także określane przez operację ko-
relacji, a jego wynik (zbiór zespolonych amplitud przebiegu) można roz-
patrywać jako ciąg współczynników korelacji pomiędzy sygnałem a po-
szczególnymi harmonicznymi funkcjami. 

Konsekwencje stosowania korelacji w miejsce operacji splotu (filtracji), 
gdy w charakterze wzorca użyte zostaną te same funkcje: )()( mhmg  , 
można zbadać przez porównanie zależności odpowiadającej korelacji 
(2.139) oraz filtracji (2.93). 

Transmitancja filtru SOI jest określona wzorami (2.95) oraz (2.96), na-
tomiast zastosowanie przekształcenia Z w odniesieniu do (2.139) prowa-
dzi do następującej widmowej postaci transmitancji korelacji: 
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Rys. 2.36. Argumenty przetwornika korelacyjnego i filtracyjnego dla  
jednakowych funkcji bazowych: sinusoidy - )( jsH  oraz kosinusoidy )( jcH  

symetrycznie umieszczonych w jednookresowym oknie pomiarowym 
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Porównując (2.96) oraz (2.141) można zauważyć, że dla )()( mhmg   
charakterystyki amplitudowe obu przekształceń są jednakowe, natomiast 
różne są charakterystyki fazowe. Na rys. 2.36 pokazane są charaktery-
styki fazowe filtrów i algorytmów korelacyjnych dla przypadku, gdy w 
charakterze funkcji bazowych wybrano symetrycznie rozmieszczone w 
oknie pomiarowym funkcje kosinus oraz sinus. Można zauważyć, że re-
zultat splotu z funkcją sinus wyprzedza o kąt 2/  wynik splotu z funkcją 
kosinus, przy czym fazy obu transmitancji liniowo maleją wraz ze wzro-
stem częstotliwości. 

Nieco inny obraz charakterystyki fazowej występuje w przypadku ko-
relacji. Rezultat korelacji z funkcją sinus daje sygnał, który tym razem 
opóźnia o kąt 2/  wynik korelacji z funkcją kosinus. Związki te obowią-
zują niezależnie od tego, który z rozważanych algorytmów korelacyjnych 
zostanie użyty: ze ślizgającym się oknem (2.136), czy z przesuwającą się 
funkcją okna (2.139). 

Widać stąd, że stosowanie algorytmu korelacyjnego z punktu widze-
nia charakterystyki amplitudowej jest równoważne użyciu filtru SOI o tej 
samej funkcji bazowej (funkcji impulsowej). Co więcej, projektowanie obu 
algorytmów jest takie same. Natomiast wskazane różnice należy 
uwzględnić przy projektowaniu estymatorów sygnału zespolonego tak, 
aby uzyskać poprawne przesunięcie fazowe pomiędzy składową rzeczy-
wistą i urojoną. 

W dalszej części, przy opisie sposobów pomiaru wielkości elektrycz-
nych, będzie pokazane, że użycie metody korelacyjnej może prowadzić 
do istotnego uproszczenia algorytmu obliczeniowego. 

2.5 Transformacja czasowo-częstotliwościowa 

Celem analizy sygnałów jest wydobycie z nich określonej użytecznej in-
formacji poprzez ich transformację (przekształcenie). Jak już wspomniano 
na początku bieżącego rozdziału, przekształcenie Fouriera podaje sposób 
określenia parametrów częstotliwościowych sygnału danego w postaci 
przebiegu czasowego i odwrotnie. Ogólna postać tego przekształcenia ma 
znane ograniczenia praktyczne: dokładna informacja o widmie sygnału 
jest możliwa tylko wtedy, gdy znany jest jego przebieg w nieograniczo-
nym przedziale czasowym. Zakłada się przy tym, że sygnał jest 
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stacjonarny (niezmienny w czasie). Zmiana stanu sygnału jest uśred-
niona w wyjściowym widmie, a informacja o czasie jej wystąpienia zostaje 
bezpowrotnie utracona. Używane jest tutaj pojęcie rozdzielczości sygnału 
w dziedzinie czasu i częstotliwości. Z definicji, przekształcenie Fouriera 
charakteryzuje się nieskończenie ostrą lokalizacją w dziedzinie częstotli-
wości i zupełnym brakiem odniesienia do czasu wystąpienia zdarzenia. 
Dla ilustracji relacji czas-częstotliwość przytacza się często przykład od-
wrotnej bazy odniesienia: funkcja Diraca opisująca proces próbkowania 
ma właściwość dokładnego usytuowania w czasie, natomiast jej widmo 
jest równomiernie rozłożone na całej osi częstotliwości (2.29), co oznacza, 
że na podstawie pojedynczej próbki nic nie można powiedzieć na temat 
częstotliwości obserwowanego sygnału. Ten dylemat ma swoje fizyczne 
uzasadnienie w znanej zasadzie nieoznaczoności Heisenberga [3], [8]. 

Stosowane w praktyce metody przekształcenia Fouriera w ograniczo-
nym przedziale (na przykład DPF) również niewiele tu zmieniają, gdyż 
informacja o stanie sygnału w oknie pomiarowym jest także uśredniana 
w procesie transformacji. Tymczasem, w wielu praktycznych zagadnie-
niach właśnie stan przejściowy sygnału niesie ważną informację z punktu 
widzenia celu jego przetwarzania i wykorzystania. W takim przypadku, 
próba wydobycia z obserwowanego sygnału tylko wiedzy na temat jego 
widma ma ograniczone znaczenie, gdyż wówczas straci się informację o 
czasie wystąpienia zakłócenia oraz jego rozwoju. Praktyczne rozwiązania 
opierają się na poszukiwaniu kompromisu pomiędzy dokładnością okre-
ślenia widma sygnału, a dokładnością oszacowania jego parametrów dy-
namicznych (przede wszystkim – czasu wystąpienia określonego zdarze-
nia). Dotyczy to oczywiście tych metod przetwarzania sygnału, w których 
wykorzystuje się jakieś elementy jego charakterystyki częstotliwościowej, 
na przykład, amplitudę określonej harmonicznej. 

Zagadnienia powiązania informacji o czasie wystąpienia określonej 
zmiany sygnału oraz jego widmie są przedmiotem teorii przekształceń 
czasowo-częstotliwościowych. Głównym nurtem tej teorii są zagadnienia 
związane z Przekształceniem Falkowym (PF) (ang. Wavelet Transform – WT) 
[3], [26]. Teoretyczne podstawy tego przekształcenia zostały sformuło-
wane w latach osiemdziesiątych ubiegłego wieku, a praktyczne jego wy-
korzystanie ma swoją historię niewiele dłuższą od dziesięciu lat [3], [35]. 
Od kilku lat jest również przedmiotem zainteresowania projektantów 

 
 Określenia: ‘stacjonarny’ oraz ‘niezmienny w czasie’ są tu użyte w popular-

nym, niezbyt precyzyjnym znaczeniu. Dokładne wyjaśnienie stacjonarności sy-
gnału można znaleźć w pracach [22], [30]. 
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algorytmów pomiarowych i decyzyjnych stosowanych w automatyce 
elektroenergetycznej. Przedstawiony poniżej materiał jest jedynie krót-
kim wprowadzeniem w problematykę transformacji falkowej. Czytelnika 
zainteresowanego pogłębieniem tego zagadnienia odsyłamy do litera-
tury, której główne pozycje na ten temat podane są w zakończeniu roz-
działu. 

2.5.1 Krótkoczasowe przekształcenie Fouriera 

Pierwszym podejściem do rozwiązania problemu analizy sygnałów nie-
stacjonarnych jest odpowiednia modyfikacja przekształcenia Fouriera. 
Polega ona na podzieleniu obserwowanego sygnału na przedziały, okre-
ślone przez długości odpowiednich okien czasowych, w których rozpa-
trywany sygnał może być uznany za stacjonarny [26]. W celu bliższej ana-
lizy zakłada się niestacjonarny sygnał )(tx , który można uważać za sta-
cjonarny w przedziałach o długości określonej przez funkcję okna )(tw , 
przy czym, 0)( tw  dla 0t  oraz wtt  . Transformacja Fouriera funkcji 
określonej przez iloczyn )()( twtx : 

 



 dttwtxX t

w
 jej )()(),( , 2.142) 

gdzie:   jest czasem określonym względem środka okna )(tw  i zmienia 
się w granicach wyznaczonych przez zakres przetwarzania, 

nazywa się Krótkoczaswą Transformatą Fouriera (KTF) (ang. Short-Time Fou-
rier Transform – STFT). Używane jest też określenie: okienkowe przekształce-
nie Fouriera (ang. windowed Fourier transfom). Transformata (2.142) prze-
kształca sygnał z dziedziny czasu do dwuwymiarowej przestrzeni czas-
częstotliwość ),( t . Rezultat tego przekształcenia w dużym stopniu za-
leży od wyboru funkcji okna )(tw  - jej długości oraz kształtu. 

Dyskretna postać przekształcenia (2.142) ma następującą formę: 

 ank
M

k
w mkwkxmnX je




 

1

0
)()(),( , (2.143) 

gdzie: a  jest kątem pomiędzy kolejnymi próbkami, M  - liczba próbek w 
oknie )(kw . 

W najprostszym przypadku okno jest określone przez funkcję prosto-
kątną (2.69). Należy zauważyć, że zmienna n  w (2.143) odnosi się do czę-
stotliwości (numer harmonicznej w odniesieniu do długości okna jako 
okresu składowej podstawowej), natomiast indeks m  wskazuje na czas 
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(numer okna w sekwencji przetwarzania). Zależność czas-częstotliwość 
związaną z tym przekształceniem ilustruje poniższy przykład. 

Przykład 2.13. Przebieg napięcia podczas zwarcia w linii 110 kV został zare-
jestrowany z częstotliwością 5 kHz (rys. 2.37). Określić krót-
kookresowe dyskretne transformaty Fouriera tego przebiegu 
dla pełno- i półokresowego okna prostokątnego. 

Liczba próbek w oknie przy podanej częstotliwości próbkowania dla okna peł-
nookresowego wynosi: 100M . W tym przypadku transformata (2.143) jest 

identyczna z DPF. Zarejestro-
wany przebieg mieści się w 
czterech okresach napięcia, a 
więc indeks m  w (2.143) przyj-
muje kolejne wartości m 1, 2, 
3, 2. Wynik przetwarzania jest 
pokazany na rys. 2.38. Otrzy-
muje się informację o warto-
ściach zespolonych amplitud 25 
harmonicznych, co daje roz-
dzielczość częstotliwości f
=50 Hz (częstotliwość Nyquista 

Nf =2500 Hz). Rozdzielczość 
czasowa jest ograniczona przez 
długość okna i wynosi T =20 
ms. Stan przejściowy obserwo-
wany w przebiegu napięcia 

uwidacznia się w postaci wyższych harmonicznych w kolejnych oknach prze-
twarzania. Fakt ten można wykorzystać do określenia momentu wystąpienia za-
kłócenia, jednak wynik będzie obarczony błędem rozdzielczości czasowej me-
tody. 
Dokonując z kolei transformacji z oknem półokresowym ( 50M , 10T  ms) 
otrzymuje się możliwość dokładniejszej oceny czasowej zdarzenia, tym razem 
jednak rozdzielczość częstotliwościowa wyniesie Tf /1 =100 Hz. Porównanie 
rezultatów obu transformacji jest pokazane na rys. 2.39. Intensywność 
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Rys. 2.37. Przebieg napięcia fazowego linii 
podczas zwarcia 
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Rys. 2.38. Histogramy jednookresowego DPF w kolejnych okresach przebiegu 
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cieniowania wskazuje na wartość amplitudy związanej z danym prostokątem. 
Widać, że zwiększenie rozdzielczości czasowej odbywa się zawsze kosztem 
zmniejszenia rozdzielczości czasowej i odwrotnie. □ 

Prostokąty na płaszczyźnie czas-częstotliwość (zwane też kostkami 
Heisenberga [3]) mają tę właściwość, że przy zmianie długości okna prze-
twarzania ich powierzchnia pozostaje stała: zwiększenie rozdzielczości 
czasowej prowadzi do zmniejszenia rozdzielczości w dziedzinie często-

tliwości, i odwrotnie (jednorozdzielcza reprezentacja sygnału). Istotną ce-
chą KTF jest jednakowa rozdzielczość na całej osi częstotliwości. Jest to 
wyraźna rozrzutność w sensie wykorzystania informacji zawartej w za-
rejestrowanym przebiegu: do identyfikacji parametrów wysokiej harmo-
nicznej nie ma potrzeby stosowania okna o tej samej długości, co w od-
niesieniu do pierwszej harmonicznej. Zagadnienie to stało się podstawą 
rozwoju teorii transformacji falkowej. 

2.5.2 Przekształcenie falkowe 

Transformata falkowa funkcji )(tx , podobnie jak krótkoczasowa transfor-
mata Fouriera, jest określona za pomocą przekształcenia całkowego z 
funkcją bazową ograniczoną przez okno przetwarzania [3], [26] 

 


 






 
 dt

p
ttx

p
pCWx  *)(1),( , (2.144) 
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Rys. 2.39. Wynik przetwarzania za pomocą KTF sygnału z rys. 2.37: pełnoo-
kresowe (a) i półokresowe (b) okno przetwarzania 
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gdzie: p  jest współczynnikiem skali, natomiast   - przesunięciem; 
*  oznacza sprzężenie funkcji zespolonej. Wielkość p/1  jest współczyn-

nikiem skalującym w celu zachowania odpowiednich relacji energetycz-
nych. Jest to tak zwana Ciągła Transformata Falkowa (CTW) (ang. Conti-
nuous Wavelet Transform – CWT). 

Można zauważyć, że funkcja )(tp  w (2.144) pełni tę samą rolę, co 

wyrażenie ttw  je)(   w KTF (2.142). Współczynnik p  służy do zmiany 
skali (rozdzielczości) przekształcenia, co jest istotnym wyróżnikiem 
transformaty falkowej. 

Przekształcenie (2.144) jest znane jako ciągła (stąd pierwsza litera C) 
transformata falkowa. Funkcje 

 






 


p
ttp

  )( , (2.145) 

są nazywane falkami, przy czym )(10 t  jest falką podstawową (macierzy-
stą) [3], [8]. W odróżnieniu od transformaty Fouriera, przekształcenie fal-
kowe jest skalowane względem czasu i częstotliwości za pomocą współ-
czynnika skali p . Jeśli funkcji )(t  odpowiada na płaszczyźnie czas-czę-
stotliwość prostokąt o rozdzielczości określonej współrzędnymi ( t , 
), to dla funkcji ppttp /)/()(    ten prostokąt będzie miał współ-

rzędne ( tp , p/ ). Zatem, przez wybór skali istnieje możliwość 
zmiany rozdzielczości przekształcenia względem czasu i częstotliwości. 

Oryginalny sygnał )(tx  może być odtworzony w wyniku odwrotnego 
ciągłego przekształcenia falkowego określonego następująco: 

 






 






 
 2),(1)(

p
dpd

p
tpCWx

C
tx 


, (2.146) 

gdzie: C  jest stałą normalizującą [3]. 

Istnienie pary przekształceń (2.144), (2.146) uzależnione jest od odpo-
wiednich właściwości funkcji bazowych )(tp . Ogólnie biorąc, powinny 

to być funkcje oscylacyjne, ograniczone w czasie i tłumione na granicach 
przedziału – stąd nazwa tych funkcji (falki) [3], [29]. Rodzina falek cha-
rakteryzuje się wspólnym kształtem, a poszczególne jej reprezentacje róż-
nią się skalą i przesunięciem. Transformacja (2.144) przedstawia korelację 
analizowanej funkcji )(tx  z odpowiednimi falkami, czego rezultatem jest 
funkcja określająca stopień ich podobieństwa. Można zatem oczekiwać, 
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że w wyniku transformacji (2.144) z zastosowaniem całej rodziny falek, 
rozpatrywany sygnał zostanie rozłożony na składowe falki, które po do-
daniu zgodnie z (2.146), złożą się na oryginalny sygnał [26]. Prowadzi to 
do tak zwanej reprezentacji sygnału w postaci rozwinięć falkowych [3]. 
W zależności od wyboru falek w przekształceniu (2.144), funkcje 

),( pCWx   reprezentują różne specyficzne cechy sygnału, co może stano-
wić podstawę jego analizy. W praktycznych realizacjach wykorzystuje się 
również fakt, że przekształcenie (2.144) dla ustalonej skali p  jest filtrem, 
którego funkcja impulsowa jest określona przez odpowiednią funkcję fal-
kową. Z przeprowadzonej dyskusji wynika, że powinien to być filtr środ-
kowoprzepustowy, którego częstotliwość środkowa związana jest ze 
współczynnikiem skali p . Zakres zmian skali powinien pokrywać całe 
widmo analizowanego sygnału. 

Aby bliżej powiązać parametry funkcji )(tp : p  - współczynnik skali 

oraz   - przesunięcie, z właściwościami uzyskanych składowych należy 
zauważyć, że: 
- duże wartości parametru p  ( 1p ) odpowiadają wolnozmiennym 

funkcjom bazowym )(tp  o szerokim oknie, a więc, przez analogię 

do przekształcenia Fouriera, odpowiadające im składowe będą charak-
teryzować również wolnozmienne cechy sygnału; 

- małe wartości współczynnika skali p  ( 10  p ) prowadzą do szyb-
kozmiennych falek )(tp  mieszczących się w wąskich oknach, co daje 

możliwość identyfikacji gwałtownych zmian w przetwarzanym sy-
gnale zarówno co do czasu ich wystąpienia (wąskie okno), jak i inten-
sywności procesu (duża częstotliwość funkcji bazowej); 

- przesunięcie   pozwala na dobrą lokalizację danego zdarzenia w cza-
sie. 

Wzajemną zależność skali i częstotliwości falki ilustruje poniższy przy-
kład. 

Przykład 2.14. Właściwości czasowe i częstotliwościowe falki Morleta. 
Falka Morleta przedstawia funkcję harmoniczną modulowaną krzywą Gaussa 
[31]: 

xx
p t 0

2 2/)( 
  jee , gdzie 

p
tx 

 . 

Odpowiednie przekształcenie falkowe jest w tym przypadku bardzo bliskie 
przekształceniu Fouriera, z tym, że funkcja bazowa jest tłumiona przez obwied-
nię w kształcie dzwonu. Transformata Fouriera tej falki ma następującą postać: 
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    
  jeej  2/2

0)()( p
p tψF

. 
Przebiegi falek Morleta oraz ich widma dla wartości skali p 1, 2 i 0,5 (  0) są 
pokazane na rys. 2.40. Przyjęto wartość pulsacji podstawowej 0 5. Widać, że 
częstotliwość falki jest odwrotnie proporcjonalna do wartości skali. □ 

W przeciwieństwie do KPF, w którym stosuje się okna o jednakowej 

szerokości (funkcja bazowa wypełnia całe okno), w przekształceniu fal-
kowym wąskie okno jest związane z falką o dużej częstotliwości i w miarę 
wzrostu skali p  rozszerza się również okno pomiarowe. Jest to zgodne z 
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Rys. 2.40. Falka Morleta i jej widmo częstotliwościowe dla różnych  

wartości skali: p 1 (a,b), p 2 (c,d), p 0,5 (e,f); linia przerywana:  
składowa urojona falki 
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wymogiem zachowania względnej rozdzielczości przekształcenia wzglę-
dem częstotliwości: 

 c




, (2.147) 

gdzie: c  jest stałą,   określa rozdzielczość sygnału o pulsacji  . 

Warunek (2.147) prowadzi do logarytmicznej skali częstotliwości na 
płaszczyźnie czas-częstotliwość, co związane jest ze wspomnianą już 
zmianą boku   prostokąta ( t ,  ) wzdłuż osi częstotliwości. 

Relacja (2.147) sprawia, że w przekształceniu falkowym częstotliwość 
traci swoje centralne miejsce jako parametr charakteryzujący właściwości 
analizowanego sygnału. Jeśli założyć, że macierzysta falka jest reprezen-
towana przez funkcję o częstotliwości środkowej 0f , to kolejne przeska-
lowane falki mają częstotliwość pff /0 . Wynikające stąd składowe 
przekształcenia falkowego wygodnie jest identyfikować przez wartość 
skali p , zamiast podawać lokalną częstotliwość f . Jest to tym bardziej 
uzasadnione, że falki niekoniecznie muszą być reprezentowane przez re-
gularne funkcje o wyraźnych cechach sygnału harmonicznego. Zatem, w 
miejsce określenia: charakterystyka czasowo-częstotliwościowa (spektro-
gram), odnoszącego się do przekształcenia Fouriera (krótkoczasowego), 
w analizie falkowej stosuje się pojęcie charakterystyki skalowo-czasowej 
(skalogramu) [3], [26]. 

W analizowanym powyżej ciągłym przekształceniu falkowym zakłada 
się, że parametry przekształcenia: skala p  oraz przesunięcie   są funk-
cjami ciągłymi. W przypadku, gdy skala p  falki oraz przesunięcie   są 
funkcjami dyskretnymi, przekształcenie (2.144) wyznacza tak zwaną Dys-
kretną Transformatę Falkową (DTF) (ang. Discrete Wavelet Transform – DWT)  
- przez analogię z podobnym dyskretnym przekształceniem Fouriera 
(DPF). Wygodnie jest w takim przypadku przyjąć, że skala p  ulega zmia-
nie (jest próbkowana) z krotnością 2. Niech 0p  oznacza skalę falki pod-

stawowej: 0
0 21 p . Wówczas 21 p  i ogólnie: 

 j
jp 2 . (2.148) 

Jeśli przyjąć, że indeks n  oznacza liczbę przedziałów (próbek) elemen-
tarnego przesunięcia 0 , to zmiana skali pociąga za sobą również zmianę 

kroku przesunięcia: 02  nj
n  . Zatem, zależność (2.145) można zapisać 

w następującej formie: 
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  0
2/ 22)(  ntt jj

jn   , (2.149) 

co przy założeniu, że czas t  oraz przesunięcie n  są liczone względem 
okresu 0 , daje następującą relację: 

  ntt jj
jn   22)( 2/  , (2.150) 

gdzie: )()( 00 tt    jest falką podstawową. 

Zmiana skali zgodnie z (2.148) oznacza również zmianę próbkowania 
częstotliwości na płaszczyźnie czas-częstotliwość w stopniu określonym 
przez odpowiednią potęgę liczby 2. Jest to tak zwane próbkowanie dia-
dyczne [3]. Prowadzi ono do zmiany częstotliwości środkowej widma są-
siedniej skali o oktawę. 

Przekształcenie (2.144) w warunkach próbkowania skali p  i przesu-
nięcia   przyjmuje następującą postać: 

 



 dtttxDWxpCWx jnjnnj )()(),( * . (2.151) 

Przetwarzany sygnał można zrekonstruować bez straty informacji (jeśli 
wybrana falka podstawowa spełnia określone warunki [3], [8]) przez wa-
żone sumowanie uzyskanych współczynników jnDWx : 

 
j n

jnjn tDWxtx )()(  . (2.152) 

Powyższa operacja nazywa się odwrotnym dyskretnym przekształce-
niem falkowym. 

Należy zauważyć, że zarówno w prostym (2.151), jak i w odwrotnym 
(2.152) dyskretnym przekształceniu falkowym analizowana funkcja oraz 
stosowne falki są ciągłe względem czasu. W praktyce oznacza to, że prób-
kowanie analizowanego sygnału w czasie jest niezależne od sposobu dys-
kretyzacji skali oraz przesunięcia. W zastosowaniach komputerowych 
operację całkowania (2.151) można zastąpić odpowiednią formułą nume-
ryczną. Granice sumowania są w rzeczywistości ograniczone do prze-
działów (okien) niezerowych wartości falki )(tjn . Prowadzi to do nastę-

pującego równania określającego praktyczną postać dyskretnej transfor-
maty falkowej: 
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jnjn kkxDWx  , (2.153) 
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gdzie:  nkk jj
jn   22)( 2/  , przy czym ktkT  , T  - okres próbkowa-

nia sygnału )(tx , M  - liczba próbek określona przez granice występowa-
nia falki )(kjn . 

Dyskretna transformata falkowa różni się od transformaty ciągłej wy-
stępowaniem wyraźnych progów rozdzielczości na płaszczyźnie czas-
częstotliwość, które wynikają z próbkowania skali i dyskretnego przesu-
nięcia. W tym sensie, w odniesieniu do tej transformacji stosuje się także 
określenie: wielorozdzielcza analiza falkowa [3]. 

Zaletą DTF jest możliwość utworzenia efektywnych algorytmów nu-
merycznego wyznaczania współczynników rozkładu falkowego. Wyko-
rzystuje się tu fakt, że w każdym etapie analizy wielorozdzielczej (dla 
określonej dyskretnej wartości współczynnika skali) sygnał może być roz-
dzielony na dwie składowe, których pasma częstotliwości zajmują do-
kładnie połowę (odpowiednio górną i dolną) danego n -tego stopnia roz-
dzielczości n . Składowe te można uzyskać przez zastosowanie filtracji, 
odpowiednio, górno- i dolnoprzepustowej oraz operacji próbkowania sy-
gnału w stosunku 2 (2) (przez wybranie tylko próbek parzystych) (rys. 
2.41). Sygnał )(0 nx  na wyjściu filtra dolnoprzepustowego jest wygła-
dzoną (aproksymowaną) wersją sygnału wejściowego, natomiast sygnał 

)(1 nx  na wyjściu filtru górnoprzepustowego zawiera szczegóły (detale), 
które dopełniają aproksymację. Oba te sygnały są wynikiem następującej 
filtracji sygnału wejściowego )(nx : 

 







k

k

kxkngnx

kxknhnx

),()2()(

,)()2()(

0

1

 (2.154) 

gdzie: )2( knh   przedstawia funkcję impulsową filtra górnoprzepusto-
wego, a )2( kng   - filtr dolnoprzepustowego. 

2
Filtr

górnoprzepustowy
h(i)

Filtr
dolnoprzepustowy

g(i)

x(n)

2

x1(n)

x0(n)

(detal)

(aproksymacja)  

Rys. 2.41. Schemat jednostopniowego prostego dyskretnego 
przekształcenia falkowego 
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Filtry o funkcjach impulsowych spełniających powyższe warunki na-
zywają się sprzężonymi filtrami lustrzanymi [3]. Pomiędzy współczynni-
kami tych filtrów zachodzi następujący związek [3], [26]: 

 )()1()1( kgkLh k , (2.155) 

gdzie: ML 2  jest liczbą określającą szerokość okna filtru, M  - rząd falki. 

Należy zauważyć, że zmiana znaku co drugiej próbki funkcji impulso-
wej rzeczywiście przekształca filtr z dolnoprzepustowego w górnoprze-
pustowy i odwrotnie. Mogą być tu także stosowane filtry o innych wła-
ściwościach [8], [29]. 

Warunkiem poprawności powyższego algorytmu jest możliwość od-
tworzenia sygnału oryginalnego )(tx  na podstawie jego składowych: de-

talu )(1 nx  oraz aproksymacji )(0 nx . Proces rekonstrukcji (syntezy) sy-
gnału wejściowego jest określony następującym równaniem (rys.2.42): 

 )()2()()2()(ˆ 0
'

1
' lxklglxklhkx

ll

  , (2.156) 

co oznacza, że ciągi )(1 nx  oraz )(0 nx  należy uzupełnić przez wstawienie 
zerowych wyrazów pomiędzy wartości oryginalne (operacja ↑2) i doko-
nać splotu z odpowiednimi funkcjami )2(' klh   oraz )2(' klg  . Funkcje 
te można utworzyć z oryginalnych funkcji impulsowych stosowanych w 
analizie (2.154), przez wykonanie następujących operacji [29]: 
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przy czym należy uwzględnić fakt, że przetwarzany sygnał jest ‘dziu-
rawy’ po dodaniu zer (jego energia jest dwukrotnie mniejsza po tej ope-
racji). Zależność pomiędzy współczynnikami filtrów analizy (2.155) oraz 
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Rys. 2.42. Schemat jednostopniowego prostego i odwrotnego dyskretnego prze-
kształcenia falkowego 
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syntezy (2.157) jest pokazana na rys. 2.43 na przykładzie falki Symmlet 6 
rzędu. 

Proces filtracji zgodnie z (2.154) może być powtarzany iteracyjnie, two-
rząc w kolejnych iteracjach nowy poziom rozdzielczości (skalowania sy-
gnału), przy czym wielkości jx1  (detale) są współczynnikami rozwinięcia 
falkowego funkcji wejściowej: 

 jn
j DWxnx )(1 . (2.158) 

Wielorozdzielcza dekompozycja sygnału odbywa się zgodnie ze sche-
matem przedstawionym na rys. 2.42. W kolejnych etapach przetwarzania, 
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Rys. 2.43. Odpowiedzi impulsowe filtrów stosowanych w analizie (a, b) oraz 
syntezie  (c, d) sygnału z zastosowaniem falki sym6 
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Rys. 2.44. Struktura algorytmu falkowej dekompozycji sygnału 
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dalszej obróbce podlega sygnał uzyskany na wyjściu odpowiedniego fil-
tru dolnoprzepustowego (a więc w kolejnym stopniu aproksymacji). 
Wszystkie kolejne detale (sygnały jx1 ) tworzą elementy falkowej dekom-
pozycji sygnału. Podobną strukturę ma również algorytm syntezy sy-
gnału, przy czym, operacje próbkowania są zastąpione odpowiednio do-
dawaniem zer, jak na rys. 2.44. 

Problem syntezy sprzężonych filtrów lustrzanych )(kg , )(kh , które 
spełniają warunki przedstawionej wielorozdzielczej analizy sygnału 
można znaleźć w literaturze specjalistycznej [3], [26]. Funkcje impulsowe 
tych filtrów zależą od przyjętej rodziny falek. W wielu praktycznych za-
stosowaniach można korzystać w tym celu z gotowych programów kom-
puterowych, które zapewniają także wygodną graficzną obróbkę wyni-
ków analizy [18]. 

2.5.3 Uwagi końcowe 

Przedstawione rozważania są tylko bardzo pobieżnym wprowadzeniem 
w problematykę falkowego przekształcenia sygnałów. Teoria falek jest 
dziedziną matematyki [35], która powstała zaledwie kilkanaście lat temu 
i już znalazła bardzo obiecujące zastosowania w różnych, niekiedy odle-
głych dziedzinach wiedzy, takich jak: teoria aproksymacji i równań róż-
niczkowych, meteorologia, geologia, medycyna, czy też astronomia [15], 
[31]. 
Wspólnym wyróżnikiem zastosowań transformaty falkowej w technice 
jest przetwarzanie sygnałów [8], [26], [29]. Zastosowanie przekształcenia 
falkowego niesie istotne korzyści w porównaniu z przekształceniem Fo-
uriera w odniesieniu do sygnałów niestacjonarnych. Również te cechy 
transformaty falkowej zostały zauważone w przypadku analizy zjawisk 
w elektrotechnice [6], [13], [14], [17], [27], [32] lub analizy harmonicznej w 
stanach dynamicznych sieci elektrycznej [24], [25], [37]. 
W zakresie przetwarzania sygnałów dla potrzeb automatyki elektroener-
getycznej, co mieści się w głównym nurcie tej książki, można odnotować 
obecnie duże zainteresowanie badaczy tą techniką. Także bardzo obiecu-
jące wydaje się być zastosowanie falkowego przetwarzania sygnałów do 
oceny wskaźników jakości energii elektrycznej [1] oraz wyznaczania i kla-
syfikacji zakłóceń w systemie elektroenergetycznym [9]. Wysoka roz-
dzielczość przetwarzania może także poprawić także selektywność dzia-
łania zabezpieczeń elektroenergetycznych [7], [10], [16]. 
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Rozdział 3 

ESTYMACJA PARAMETRÓW SYGNAŁÓW 
ELEKTRYCZNYCH 

3.1 Wprowadzenie 

Rozpatrywane tu sygnały prądu i napięcia mają swoje źródło w procesie 
zachodzącym w systemie elektroenergetycznym. Są one reprezentowane 
w postaci funkcji zależnej od czasu. Odpowiednie odwzorowanie jest 
określone przez model sygnałowy procesu lub model matematyczny sygnału. 
Sposób przetwarzania sygnału w celu określenia jego poszukiwanych pa-
rametrów musi być dostosowany do przyjętego modelu sygnałowego. 
Zagadnienie to jest pokrótce przedstawione w p. 3.2. 

Podstawowym celem tego rozdziału jest przedstawienie metod esty-
macji parametrów wspomnianych sygnałów. Ponieważ najczęściej wiel-
kości kryterialne stosowane w automatyce elektroenergetycznej są okre-
ślane za pomocą modeli zespolonych sygnałów prądu i napięcia, zatem 
rozpatrywane są tu metody identyfikacji takich właśnie sygnałów. Przed-
stawiono najbardziej znane metody, takie jak pełno- i półokresowy algo-
rytm Fouriera oraz Walsha (p. 3.3), a także cały szereg algorytmów wy-
wodzących się z metody najmniejszych kwadratów (p. 3.4). Ich poszcze-
gólne wersje zależą od formy numerycznej realizacji (algorytmy nierekur-
sywne i rekursywne), głębokości uwzględnianych zjawisk (metody li-
niowe i nieliniowe) oraz sposobu reprezentacji obserwowanego procesu 
i pomiaru (modele deterministyczne i probabilistyczne). Oddzielną grupę 
tych algorytmów stanowią metody wywodzące się z modelu sygnało-
wego przedstawionego w postaci równań zmiennych stanu. Są to obser-
watory stanu (p. 3.5) oraz filtry Kalmana (p. 3.6). 

Metody prezentowane w tym rozdziale stanowią podstawę większości 
algorytmów pomiarowych stosowanych obecnie w automatyce elektroe-
nergetycznej. Na opis poszczególnych metod składa się zwięzłe 
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wyprowadzenie algorytmu, jego zapis z wyszczególnieniem kolejnych 
kroków postępowania oraz przykład zastosowania. 

3.2 Modele sygnałowe procesu 

Stan elektrycznej części systemu elektroenergetycznego oraz jego elemen-
tów można opisać za pomocą sygnałów prądu i napięcia. W przypadku 
systemu prądu przemiennego generatory wymuszają sinusoidalny 
kształt fali napięcia zasilającego. W rezultacie, nawet przy intensywnych 
zakłóceniach w systemie, istotnym elementem przebiegów prądu i napię-
cia jest składowa podstawowa o częstotliwości narzuconej przez obraca-
jące się wirniki generatorów. 

W stanie ustalonym systemu, przebiegi prądu i napięcia mają charak-
ter fal, których model wygodnie jest przedstawić w postaci zespolonej 

 )()()( )( 1 txtxXty ir
t je j   , (3.1) 

gdzie: 1  - pulsacja składowej podstawowej. 

W modelu tym część rzeczywista reprezentuje sygnał, który jest bezpo-
średnio osiągalny przez obserwację procesu 
 )cos()()( 1   tXtyty r . (3.2) 

Widać, że do pełnej identyfikacji sygnału należy w tym przypadku okre-
ślić trzy wielkości: pulsację 1 , fazę   oraz amplitudę X. Zbiór ten za-
zwyczaj można zredukować do dwóch ostatnich wielkości, gdyż pulsację 
1  najczęściej przyjmuje się za wielkość stałą, równą wartości znamiono-
wej (w niektórych jednak przypadkach to założenie nie jest uprawnione). 

Z punktu widzenia automatyki zabezpieczeniowej znacznie bardziej 
interesujący jest przypadek sygnałów prądu i napięcia występujących 
podczas zwarcia w nadzorowanym systemie. Prosty przykład obwodu 
zwarciowego jest pokazany na rys. 3.1. Dla sinusoidalnego wymuszenia 
napięciowego o postaci 

 )cos()( 1   tUte , (3.3) 

prąd zwarciowy przybiera następującą formę 
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Schemat zastępczy rzeczywistego obwodu zwarciowego jest zazwy-
czaj znacznie bardziej złożony niż ten pokazany na rys. 3.1. Przede 
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wszystkim występuje tu układ wielofazowy, wielostronnie zasilany, z ta-
kimi elementami, jak linie elektroenergetyczne, które bardziej adekwatnie 
powinny być reprezentowane modelami o stałych rozłożonych, transfor-
matory z obwodami magnetycznymi itd. Ponadto, sygnały obserwowane 
na wejściu układu automatyki ulegają zniekształceniom w torze pomia-
rowym. Problemy te były przedstawione w rozdziale 1. 

Model obserwowa-
nego procesu powinien 
adekwatnie odwzoro-
wać zachodzące zjawi-
ska, pozwalając jedno-
cześnie na syntezę od-
powiedniego układu 
pomiarowego. W przy-
padku podejścia deter-
ministycznego, sygnały 

prądu i napięcia obserwowane przez układy automatyki elektroenerge-
tycznej można uprościć do następującej postaci: 
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gdzie:  0  - stała czasowa zanikania składowej aperiodycznej, L  - liczba 
uwzględnianych harmonicznych. 
Amplitudy harmonicznych )(tX i  zazwyczaj zmieniają się w czasie, jed-
nak w krótkim oknie pomiarowym można je uważać za stałe 

 ii XtX )( , (3.6) 

co znacznie upraszcza model sygnałowy. 

Z punktu widzenia algorytmów pomiarowych cyfrowych układów auto-
matyki, model sygnałowy (3.5) należy rozpatrywać w postaci dyskretnej 
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gdzie: Na /2  jest kątem pomiędzy kolejnymi próbkami składowej 
podstawowej ( 1i ), N  - liczba próbek w okresie podstawowej harmo-
nicznej sygnału, T  - okres próbkowania. 

Model sygnałowy procesu obserwowanego przez człon pomiarowy 
jest tylko pewnym przybliżeniem rzeczywistych zdarzeń, które mają cha-
rakter losowy. Oznacza to, że równanie (3.5) z danymi parametrami 

e(t)

i(t) R L

t=0

Rys. 3.1. Schemat zastępczy obwodu zwarciowego
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sygnału może określać jedynie pojedynczą realizację obserwowanego 
procesu. Każdemu kolejnemu zdarzeniu będzie towarzyszył nieco inny 
sygnał. Wygodnie jest tu posługiwać się pojęciem sygnału losowego. Ze 
względu na sposób reprezentacji sygnałów prądu i napięcia w układach 
elektrycznych, sygnał losowy określa się zazwyczaj przez losowe 
uzmiennianie parametrów sygnału zdeterminowanego. Dla sygnału har-
monicznego (monochromatycznego) otrzymuje się postać podobną do 
(3.2) 

 )()'cos()( kvakXky   , (3.8) 

gdzie: 1/'   - względna częstotliwość sygnału, )(kv - zakłócenie. 

Sygnał )(ky  jest losowy jeśli przynajmniej jeden z jego parametrów: X , 
' ,   lub )(kv  jest losowy. 
Do pełnego opisu sygnału losowego niezbędna jest znajomość podsta-

wowych probabilistycznych charakterystyk jego losowych parametrów, 
które są związane z przyjętym rodzajem rozkładu prawdopodobieństwa. 
Najważniejsze z tych charakterystyk są określone następująco (na przy-
kładzie zakłócenia )(kv ): 

 )()( kvEkmv                   - wartość oczekiwana zmiennej )(kv , (3.9) 

  22 )()()( kvkmEk vv  - wariancja zmiennej )(kv , (3.10) 

gdzie:  .E  oznacza operator wartości oczekiwanej. 

Należy podkreślić, że ze względu na zdeterminowany charakter funkcji 
(3.8), proces przedstawiony tym wyrażeniem często określa się jako qu-
asi-deterministyczny (może on być rozszerzony na inne harmoniczne). 

Z punktu widzenia celu, jakiemu ma służyć pomiar, model (3.7) można 
przedstawić w postaci sumy dwóch składników: 

 )()()( kykyky memum  , (3.11) 

gdzie: )(kymu    sygnał użyteczny, który jest wykorzystywany do identy-
fikacji stanu obiektu, )(kyme  sygnał błędu, który jest reprezentowany zna-
nym modelem. 

Sygnał )(kyme  jest rozpatrywany jako zakłócenie z punktu widzenia 
celu, jakiemu ma służyć pomiar. Na przykład, impedancja pętli zwarcio-
wej może być określona jako iloraz zespolonych sygnałów napięcia i 
prądu podstawowej harmonicznej. Występująca w prądzie zwarciowym 
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składowa aperiodyczna jest w tym przypadku zakłóceniem, chociaż jej 
model sygnałowy może być dobrze określony. 

Podstawowym modelem sygnału użytecznego w rozważanym zasto-
sowaniu jest sygnał harmoniczny. Dyskretna postać przebiegu podstawo-
wej harmonicznej może być zapisana następująco (przyjęto, że 1' ) 

  sin)sin(cos)cos()cos()( akXakXakXky  , (3.12) 

co można przedstawić w następującej formie 

  sin)(cos)()sin()cos()( kxkxakXakXky scsc  , (3.13a) 

gdzie:  cosXX c  ,  sinXX s   (3.13b) 

 )cos()( akXkxc  ,  )sin()( akXkxs  . (3.13c) 

Sygnał (3.12) reprezentuje część rzeczywistą bardziej ogólnego sy-
gnału zespolonego 

 )()()sin()cos()( kxkxakXakXky ir jj    (3.14) 

gdzie: )cos()(  akXkxr ,  )sin()(  akXkxi . 

Sygnał (3.14) może być także przedstawiony w postaci wykładniczej 

 )()( kxXky ak  je , (3.15) 

gdzie:  jej XXXX sc  , (3.16) 

   jejj )()()()()( kxkxkxkxkx scir  . (3.17) 

Jak widać, składowe ortogonalne )(kxr , )(kxi  oraz )(kxc , )(kxs  są sobie 
równoważne z dokładnością do fazy początkowej sygnału. 

Przytoczone tu zostały znane relacje gdyż sposób reprezentacji sy-
gnału ma swoje konsekwencje w doborze odpowiedniego estymatora pa-
rametrów tego sygnału. X  jest amplitudą zespoloną pierwszej harmonicz-
nej, która przedstawia na płaszczyźnie zespolonej stały wektor określony 
przez składowe cX  i sX  o argumencie   oraz amplitudzie X. Natomiast 

)(kx  jest sygnałem zespolonym, który jest reprezentowany wektorem ob-
racającym się na płaszczyźnie zespolonej z prędkością kątową a (rys. 3.2). 
Moduł tego wektora (a więc i amplituda przebiegu) oraz jego faza począt-
kowa mogą być określone według następujących zależności:  

 )()( 22 kxkxX sc  ,  .
)(
)(

ak
kx
kx

s

c 







 arctg  (3.18) 
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Podobne związki zachodzą również dla amplitudy zespolonej X , przy 

czym: 









c

s

X
Xarctg .  (3.19) 

Jak widać, istnieje zasadnicza różnica w interpretacji fizycznej składo-
wych ortogonalnych ( cX , sX ) oraz ( )(kxc , )(kxs ). W pierwszym przy-
padku są to wielkości stałe w stanie ustalonym, podczas gdy druga para 
składowych przedstawia sygnały sinusoidalne. Należy zauważyć, że obie 
pary składowych ortogonalnych pozwalają jednoznacznie opisać sygnał 
harmoniczny. Jest to bardzo istotne z punktu widzenia rozważanych tu 
problemów, gdyż znane są bardzo efektywne algorytmy obliczania tych 
składowych w obu przedstawionych postaciach. Dla uniknięcia niejedno-
znaczności, w dalszym ciągu będą stosowane oznaczenia jak w (3.13): 
duże litery odnoszą się do składowych zespolonej amplitudy, natomiast 
małe litery przedstawiają składowe sygnału zespolonego. 

Wielkości prądów i napięć występujące w układach elektrycznych po-
daje się zazwyczaj w wartościach skutecznych. Korzystając ze znanej za-
leżności pomiędzy amplitudą i wartością skuteczną przebiegu sinusoi-
dalnego, sygnał (3.12) można przedstawić jako  

 )cos(2)cos()(   akXakXky sk , (3.20) 

gdzie: skX - wartość skuteczna sygnału. 

W dalszej analizie głównie będzie stosowane pojęcie amplitudy sygnału. 

xc(k)

xs(k)

x(k)



a

0 5 10 20

Xxc(k)

k

 

Rys. 3.2. Przebieg harmoniczny próbkowany z częstością N=20 próbek w okre-
sie (a) oraz jego reprezentacja wektorowa (b) 
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Gdy sygnał zawiera większą liczbę składowych harmonicznych, to po-
dany sposób reprezentacji sygnału można zastosować do każdej z nich. 
Na przykład, gdy sygnał składa się z podstawowej oraz z trzeciej harmo-
nicznej to jego model ma następującą postać: 

 )3sin()3cos()sin()cos()( 3311 akXakXakXakXky scsc  . (3.21) 

Można zauważyć, że powyższy model jest liniowy względem odpowied-
nich składowych ortogonalnych. Jest to istotne z punktu widzenia poszu-
kiwania procedury obliczania tych składowych. 

Podobny model można również utworzyć w celu reprezentacji składo-
wej aperiodycznej w równaniu (3.7). Rozłożenie funkcji wykładniczej w 
szereg Taylora daje następujący związek: 

    










2

030201

2

0
0

0
000 )(0 akXakXXkTXkTXXeX

kT


  (3.22) 

W praktycznych zastosowaniach ogranicza się liczbę elementów w po-
wyższym szeregu do 1..3 członów. 

Widać, że przedstawiając sygnał za pomocą odpowiednich składo-
wych można łatwo uzyskać model sygnałowy liniowy względem niezna-
nych parametrów. W sposób ogólny określa to następujące równanie: 

 v(k)+kky )xh()( , (3.23) 

gdzie: )h(k  - wektor współczynników modelu, x - wektor niezależnych 
parametrów modelu, v(k)  - błąd pomiarowy. 

Na przykład, sygnał złożony z podstawowej harmonicznej i składowej 
aperiodycznej może być przedstawiony następującym modelem: 

 
 

  .

,)(1)sin()cos(

03020111

2

T
sc XXXXX

akakakakk

=x
)h( 

 (3.24) 

Struktura takiego modelu jest po-
kazana na rys. 3.3. Widać, że sy-
gnał )(ky  jest liniową kombina-
cją niezależnych parametrów 
modelu reprezentowanych przez 
wektor x . Ten model sygnałowy 
ma strukturę nierekursywną (mo-
del nierekursywny), gdyż każda 

h(k)
x y(k)

Rys. 3.3. Struktura nierekursywnego 
 modelu sygnałowego 
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kolejna próbka sygnału wyjściowego nie zależy od poprzedniego stanu 
modelu i sygnałów spoza zbioru określonego przez wektor x . 

W przeciwieństwie do tego, w modelu rekursywnym sygnał wyjściowy 
zależy od poprzedniego stanu modelu. Prosty przykład takiego modelu 
można podać rozpatrując właściwości sygnału harmonicznego reprezen-
towanego stałymi w czasie składowymi ortogonalnymi (3.13). Dynamika 
parametrów tego sygnału może być zapisana następująco 
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ss
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
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 (3.25) 

co odzwierciedla fakt, że składowe te dążą do wartości stałych. 

Równanie (3.25) razem z (3.13) tworzy znany stanowy model sygnału har-
monicznego (model w przestrzeni stanów): 
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 (3.26) 

który przybiera następującą postać ogólną: 
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 (3.27) 

Na przykład, dla 5-stanowego modelu sygnałowego z parametrami 
odpowiadającymi podstawowej harmonicznej (2 składowe) oraz składo-
wej aperiodycznej (3 parametry), współczynniki równania (3.27) są nastę-
pujące: 

    

























10000
01000
00100
00010
00001

A , 

 

  .)()()()()()(

,)(1)sin()cos()(

03020111

2

T
sc kXkXkXkXkXk

akakakakk





x

c
 (3.28) 

Parametry modelu o strukturze jak w (3.27) mogą mieć także od-
mienną interpretację fizyczną. Jeśli w modelu sygnałowym zastosować 
zmienne w czasie składowe ortogonalne: 

  sin)(cos)()( kxkxky sc  , (3.29) 

gdzie: )(kxc , )(kxs  - jak w (3.13c), 
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to model (3.26) zostanie przekształcony do następującej postaci: 
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 (3.30) 

przy czym przyjęto, że faza początkowa  =0. 

Można zauważyć, że modele określone równaniami (3.27) i (3.30) mają 
podobną strukturę, z tym, że w tym ostatnim macierze parametrów A
oraz c  są stałe 
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W przypadku rozpatrywanego modelu 5-stanowego, odpowiednie 
macierze mają następującą postać: 
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 (3.32) 

Porównując modele (3.27) oraz (3.31) można zauważyć następujące 
główne różnice: 
- w modelu (3.27) składowe ortogonalne odnoszą się do amplitudy ze-

spolonej i określają wektor niezmienny w czasie, podczas gdy w mo-
delu (3.31) odpowiada im zespolony sygnał przedstawiony wektorem 
wirującym z prędkością kątową odpowiednio do reprezentowanej 
harmonicznej; 

- w przeciwieństwie do modelu (3.27), system (3.31) jest stacjonarny (pa-
rametry modelu nie zmieniają się w czasie). 
Podobnie jak w przypadku modelu nierekursywnego, model stanowy 

może być rozpatrywany jako deterministyczny lub probabilistyczny (lo-
sowy). W tym ostatnim przypadku wszystkie lub tylko wybrane parame-
try modelu są rozpatrywane jako zmienne losowe. Wówczas należy rów-
nież brać pod uwagę błędy pomiarowe (zakłócenie pomiaru) oraz błędy 
reprezentacji zmiennych stanu (zakłócenie procesu). Ogólna postać ta-
kiego modelu jest następująca: 
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 (3.33) 

gdzie: )(ky  - wektor zmiennych wejściowych (pomiarów), )(kw - wektor 
zakłóceń procesu (stanu), )(kv  - wektor zakłóceń pomiarowych. 

W dalszych rozważaniach przyjmuje się, że macierze )(kA  oraz )(kC  
są zdeterminowane (nielosowe), a zakłócenia są charakteryzowane przez 
następujące macierze kowariancji: 
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Jeśli nie ma korelacji pomiędzy zakłóceniami w powyższym modelu 
(błędy pomiarowe lub błędy odwzorowania procesu są niezależne w ko-
lejnych próbkach), to odpowiednie macierze kowariancji są diagonalne. 
W modelu deterministycznym, gdy nie ma informacji o zakłóceniach pro-
cesu lub pomiaru, wielkości te przyjmują postać macierzy jednostko-
wych. 

Struktura sygnałowego modelu stanowego jest pokazana na rys. 3.4. 

3.3 Podstawowe algorytmy pomiaru składowych 
ortogonalnych 

3.3.1 Algorytm Fouriera 

Duże znaczenie DPF w odniesieniu do omawianego tu zastosowania wy-
nika stąd, że w układach prądu przemiennego podstawowa składowa i 
harmoniczne przebiegu zawierają informację o stanie nadzorowanego 

z-1 Y(k)

V(k)

C(k)

A(k)

X(k)X(k+1)W(k)

 

Rys. 3.4. Struktura modelu stanowego 
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systemu. Jednak w praktycznych realizacjach algorytmów pomiarowych 
rzadko stosuje się ogólną postać DPF. W jego miejsce często wprowadza 
się metody uproszczone, które pozwalają mierzyć parametry tylko wy-
branych składowych sygnału. Zwykle przyjmuje się, że próbkowanie sy-
gnału ciągłego )(ty  odbywa się w równych odstępach czasu tak, że w 
okresie składowej podstawowej 1T  pobieranych jest N próbek, co odpo-
wiada częstotliwości próbkowania NTfT /1 . W wyniku pełnookreso-
wego DPF określane są składowe ortogonalne odpowiadające 2/..1 Nm   
harmonicznym sygnału y oraz składowa stała ( 0m ): 
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gdzie: Nmpp msmc /2  - współczynniki skalujące dla 2/..1 Nm   oraz 
Npp c /100  . Przyjęto, że funkcje korelacyjne są umieszczone syme-

trycznie w oknie pomiarowym. 
Przebiegi funkcji korelacyjnych (pomnożone przez odpowiednie 

współczynniki skalujące) do estyma-
cji składowych ortogonalnych pod-
stawowej i drugiej harmonicznej są 
pokazane na rys. 3.5. W rozpatrywa-
nym przypadku, pary funkcji korela-
cyjnych mogą być dowolnie roz-
mieszczone w oknie pomiarowym – 
jedynym warunkiem jest ich wza-
jemna ortogonalność. Jednak w celu 
ułatwienia porównania różnych algo-
rytmów przyjęto, że funkcje te będą 
symetrycznie położone względem 
środka okna pomiarowego. 

Struktura algorytmu estymacji 
składowej podstawowej jest poka-
zana na rys. 3.6. Charakterystyki czę-
stotliwościowe amplitudy obu filtrów 
składowych przedstawia rys. 3.7. Do 
przetwarzania bezpośrednio obser-
wowanego sygnału y  należy 
uwzględnić fakt, że w kolejnym 
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Rys. 3.5. Ortogonalne funkcje 
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okresie próbkowania dostępny jest nowy ciąg danych wejściowych uzu-
pełniony o ostatnią dostępną wartość )(ky . W przypadku stałej długości 
okna pomiarowego należy pominąć próbkę )( Mky  . Zatem w k -tym 
takcie próbkowania dostępny jest zbiór próbek )1(  Mky , .. )(ky . Kon-
kretna postać algorytmu zależy od sposobu przemieszczania się okna po-
miarowego w miarę napływania nowych danych. W dalszych rozważa-
niach zakłada się, że w oknie pomiarowym mieści się parzysta liczba pró-
bek sygnału. 

Gdy okno pomiarowe przesuwa się razem z funkcją korelującą wzdłuż 
obserwowanego przebiegu, pełnookresowy algorytm Fouriera przyjmuje 
następującą postać: 
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Rys. 3.6. Struktura algorytmu estymacji składowych ortogonalnych podsta-
wowej harmonicznej sygnału na drodze korelacji 
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Rys. 3.7. Charakterystyka częstotliwościowa amplitudy pełnookresowego 
algorytmu Fouriera; N=20 



3.3 Podstawowe algorytmy pomiaru składowych ortogonalnych 157 

 

 

 

















1

0

1

0

,2/)(sin)(2)(

,2/)(cos)(2)(

N

i
s

N

i
c

aiNaiky
N

kx

aiNaiky
N

kx
 k =0, 1, ... (3.36) 

Zakłada się przy tym, że do rozpoczęcia obliczeń znane są wartości pró-
bek sygnału )1(),...1(  yNy . Znak 'minus' w równaniu określającym 
składową )(kxs  służy do dopasowania tej składowej do postaci zespolo-
nej, jak w (3.17). Funkcja korelacyjna, w tym przypadku, nie zależy od 
kroku k . Odpowiedź czasowa powyższego algorytmu na wymuszenie o 
postaci: 

 y k ak( ) sin( / )  3 , a
N


2

, N  20 , (3.37) 

jest pokazana na rys. 3.8a. Można zauważyć, że algorytm ma podobne 
właściwości jak odpowiedni filtr SOI. Różnica występuje jedynie w fazie 
sygnału wyjściowego. 

W przypadku, gdy okno pomiarowe ślizga się względem funkcji kore-
lującej i mierzonego sygnału, kolejne próbki odpowiedzi są stałe w stanie 
ustalonym (przy założeniu, że wymuszenie jest zgodne z modelem po-
miarowym). Dla tego przypadku algorytm pełnookresowy ma następu-
jącą postać: 
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Rys. 3.8. Odpowiedź czasowa pełnookresowego algorytmu Fouriera 
 z niestacjonarną (a) i stacjonarną (b) funkcją korelacyjną 
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co odpowiada zależności (3.35) dla NM   i 1m . Odpowiedź czasowa 
powyższego algorytmu na wymuszenie (3.37) jest pokazana na rys. 3.8b. 
Należy zauważyć, że indeks k  w opisie powyższych składowych: )(kX c  
i )(kX s  ma inne znaczenie niż w (3.37). Ewentualna zmiana w czasie tych 
składowych może występować w stanie dynamicznym procesu. 

Gdy w miejsce korelacji (3.35) zastosować filtrację z takimi samymi 
funkcjami bazowymi 
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to wielkości mcx , msx  są próbkami składowych ortogonalnych odpowied-
nich sygnałów zespolonych. 

Ze względu na bezpośredni związek powyższych zależności z prze-
kształceniem Fouriera, są one nazywane algorytmami Fouriera – odpo-
wiednio korelacyjnym lub filtracyjnym. Jeśli okno pomiarowe pokrywa 
się z długością okresu podstawowej harmonicznej modelu sygnałowego, 
to jest to pełnookresowy algorytm Fouriera. 

Pełnookresowy algorytm filtracyjny można uzyskać na podstawie 
(3.39)  
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Różni się on od algorytmu korelacyjnego (3.36) kierunkiem wybierania 
współczynników bazowych funkcji sinusoidalnych. 

Charakterystyki częstotliwościowe powyższych procedur można ana-
lizować w podobny sposób, jak w przypadku filtrów cyfrowych. Stosując 
przekształcenie Z w odniesieniu do (3.36) otrzymuje się: 
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co prowadzi do następujących transmitancji: 
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Charakterystyka częstotliwościowa może być uzyskana przez podsta-

wienie aTz
' jj ee  , NTT /1  - okres próbkowania, 1

' /   - pul-

sacja względna, dla N/20 '  . Po przekształceniu otrzymuje się: 
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gdzie:  
),2/cos()2/sin()()(

),2/sin()2/cos()()(
'''

'''

aapH

aapH

s

c








 (3.44) 

są widmowymi charakterystykami zerowo-fazowymi, przy czym: 
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Przebieg funkcji )( 'cH  oraz )( 'sH  dla 20N  jest pokazany na rys. 
2.20. Moduły tych funkcji określają granice charakterystyki amplitudowej 
estymatora sygnału zespolonego (rys. 3.7). 

W przypadku algorytmu filtracyjnego (3.40), transmitancja filtru kosi-
nusowego jest taka sama jak w (3.43), natomiast faza transmitancji filtru 
sinusowego jest przesunięta o kąt  :  
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co potwierdza fakt, że transmitancje filtracji i korelacji są wzajemnie 
sprzężone. 

W przypadku algorytmu (3.38) funkcja korelacyjna zmienia się w każ-
dym kroku przetwarzania. Do analizy pojawiających się w ten sposób ko-
lejnych transmitancji można skorzystać z ogólnego zapisu funkcji przej-
ścia algorytmu pełnookresowego. Odpowiednie zależności powstają w 
wyniku kombinacji transmitancji (3.43) ze współczynnikami zależnymi 
od aktualnego położenia okna, które może przyjmować N różnych pozy-
cji względem funkcji korelacyjnych: 
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Wszystkie składniki powyższych równań są zespolone. 

W centralnym położeniu funkcji korelacyjnych ( 0m ) transmitancje 
(3.46) i (3.43) są sobie równe, a ich charakterystyki amplitudowe przed-
stawia rys. 3.7. W miarę przesuwania się okna pomiarowego rośnie kąt 
am  w (3.46) i odpowiednio zmieniają się wypadkowe transmitancje z 
okresem N  próbek. W tym czasie charakterystyki amplitudowe są stałe 
jedynie w węzłach odpowiadających poszczególnym harmonicznym 
(rys. 3.7). Pozostałe części charakterystyki zmieniają się w granicach wy-
znaczonych przez oba wyjściowe przebiegi. Moduły tych przebiegów 
tworzą charakterystyki amplitudowe (rys. 3.7). Są one szczegółowo ana-
lizowane w następnym rozdziale. Można zauważyć, że wszystkie harmo-
niczne są w pełni eliminowane z sygnału wejściowego. 

Składowe ortogonalne uzyskane według jednego z powyższych algo-
rytmów określają parametry sygnału zespolonego podstawowej harmo-
nicznej. Konkretna forma tego sygnału zależy od użytej metody estyma-
cji. I tak, w przypadku algorytmu (3.36) uzyskuje się następującą postać 
sygnału wyjściowego 
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sc kXkxkxkx jj eej  )()()()( , (3.47) 
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   )()()( 22 kxkxkX sc  . (3.49) 

Należy zwrócić uwagę, że indeks k  pełni tu podwójną rolę: wskazuje 
na to, iż sygnał zespolony (3.47) jest funkcją czasu, a także na fakt, że es-
tymata amplitudy, w ogólnym przypadku, zmienia się w zależności od 
bieżącej wartości sygnału. 

W przypadku korelacji stacjonarnej (3.38), estymata sygnału wyjścio-
wego ma następującą postać: 

 jej  )()()()( kXkXkXkX sc , (3.50) 

gdzie:  
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Obie składowe tworzą zatem amplitudę zespoloną sygnału. 

Algorytm filtracyjny (3.40) ma odpowiedź podobną do (3.36), z tym, 
że faza estymaty jest przeciwna: 
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s 
)(
)(arctg . (3.53) 

We wszystkich powyższych przypadkach amplituda sygnału jest okre-
ślona jak w (3.49). 

Warto zaznaczyć, że do estymacji parametrów danej harmonicznej 
funkcja korelacyjna powinna mieć częstotliwość tej harmonicznej. Do-
kładność przetwarzania i zwłoka w odpowiedzi zależą od długości okna 
pomiarowego. Dla wybranej pary funkcji korelacyjnych w algorytmie sta-
cjonarnym długość okna powinna być tak wybrana, aby funkcje te były 
ortogonalne w dowolnym położeniu okna [32]. Określa to następująca za-
leżność 

 0),(),(
1

0






ikhikh s

M

i
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gdzie: M  - liczba próbek w oknie pomiarowym. 

W przypadku algorytmów stacjonarnych funkcje bazowe w (3.54) nie za-
leżą od kroku k . 

Gdy spełniony jest warunek (3.54), a ponadto, wymuszenie jest zgodne 
z modelem sygnałowym, to amplituda sygnału wyjściowego w stanie 
ustalonym jest niezmienna. Jest to tak zwany estymator nieobciążony. Do 
estymacji składowej podstawowej sygnału warunek ten jest spełniony 
wówczas, gdy długość okna pomiarowego jest wielkorotnością połowy 
okresu tej składowej [27], [42]. A zatem, najkrótsze okno pomiarowe al-
gorytmu Fouriera jest równe połowie okresu składowej podstawowej. 
Mówi się wówczas o półokresowym algorytmie Fouriera, którego postać ko-
relacyjna jest określona analogicznie do (3.38) parą następujących rów-
nań: 
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Jak poprzednio, funkcje korelacyjne są tu symetrycznie umieszczone w 
oknie pomiarowym (rys. 3.5). 

Transmitancja estymatora (3.55) przyjmuje następującą formę: 
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W miarę przesuwania się okna pomiarowego wzdłuż funkcji korelacyj-
nych transmitancje również zmieniają się zgodnie z następującymi zależ-
nościami 
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Charakterystyki: zerowo-fazowa oraz amplitudowa algorytmu póło-
kresowego Fouriera są pokazane na rys. 3.9. Stan przejściowy algorytmu 
jest teraz skrócony do połowy okresu estymowanej harmonicznej ( 2/N  
próbek), co jednak powoduje pogorszenie jego właściwości częstotliwo-
ściowych. Można zauważyć, że zarówno składowa stała, jak i druga har-
moniczna nie są, w ogólnym przypadku, eliminowane podczas przetwa-
rzania. 

Algorytm (3.55) może być także zapisany w formie korelacji z przesu-
wającą się funkcją okna (algorytm niestacjonarny): 
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lub w formie pary filtrów: 
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Zauważyć należy, że pomimo tego, iż w powyższych zależnościach użyte 
zostały inne funkcje bazowe niż w (3.55), to ich kształt w oknie pomiaro-
wym jest taki sam. 

Dzięki symetrii funkcji sinusoidalnej, zapis algorytmu Fouriera może 
być łatwo uproszczony, co prowadzi do znacznej oszczędności oblicze-
niowej [27], [42]. Zapisując sygnały wyjściowe algorytmu (3.38) dla 
dwóch kolejnych próbek można uzyskać następującą rekursywną postać 
przekształcenia pełnookresowego [28]: 
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W przypadku okna półokresowego (3.55) postać rekursywna przyj-
muje formę następujących równań  

 
 

 .)2/()()sin(4)1()(

,)2/()()cos(4)1()(

Nkykyak
N

kXkX

Nkykyak
N

kXkX

ss

cc




 (3.61) 

Można zauważyć, że wyrażenia w nawiasie prawej strony w powyż-
szych równaniach określają przyrost przetwarzanego sygnału w okresie 
(3.60) lub w jego połowie (3.61). W obu przypadkach sygnał wyjściowy 
jest stacjonarny w tym samym sensie, jak ma to miejsce w algorytmach 
nierekursywnych. 

Formę rekursywną można również uzyskać przekształcając niestacjo-
narne algorytmy korelacyjne. I tak, po zapisaniu wyrażeń (3.36) dla 
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  Rys. 3.9. Zerowo-fazowe (a) oraz amplitudowe (b) charakterystyki częstotliwo-
ściowe półokresowych algorytmów Fouriera, N=20 
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dwóch kolejnych próbek i wykonaniu niezbędnych przekształceń, otrzy-
muje się 
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 (3.62) 

Rekursywna forma podobnego algorytmu półokresowego (3.58) jest 
następująca 
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W celu rozpoczęcia obliczeń należy również określić wartości próbek sy-
gnału wejściowego w oknie poprzedzającym obliczenia. 

W podobny sposób można również uzyskać rekursywną postać peł-
nookresowego algorytmu filtracyjnego (3.40): 
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oraz algorytmu półokresowego: 
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3.3.2 Algorytm Walsha 

Przekształcenie Fouriera jest podstawą wielu algorytmów stosowanych 
do szybkich pomiarów wielkości elektrycznych. Ich modyfikacje zmie-
rzają do uproszczenia obliczeń lub do uzyskania określonych właściwości 
metody. Jedna z modyfikacji polega na zastosowaniu w charakterze funk-
cji bazowych przekształcenia funkcji Walsha [17], [18]. 

Funkcje Walsha mają tę korzystną cechę, że wszystkie współczynniki 
użyte do ich reprezentacji zamykają się w zbiorze wartości 1 . Okresowa 
funkcja )(kf  równomiernie próbkowana w okresie ( wT,0 ) jest w tym 
przypadku reprezentowana za pomocą następującej transformacji: 
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gdzie: )()( ktfkf  , 1,...,1,0  Nk , N – liczba próbek w przedziale (0, Tw), 

 
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)/,()(1 N
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w
i Tkikf

T
W wal . (3.67) 

Funkcja Walsha ),()/,( jiwTjiw w  , gdzie i  – rząd funkcji, jest dys-
kretną funkcją o wartości +1 lub –1, która przecina oś czasu i  razy w okre-
sie wT . Zastosowanie transformacji (3.66) jest korzystne wówczas, gdy 

liczba próbek N  w okresie jest potęgą liczby 2 [30]. Gdy pN 2 , p- liczba 
całkowita, to funkcja Walsha może być określona w postaci [18]: 
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)( 1)1(),( , (3.68) 

gdzie: ji,  należą do zbioru (0, 1, 2, ... N-1) oraz kk ji ,  są bitami rozkładu 
BCD liczb i j,  zgodnie z następującą relacją 
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przy czym: bity 0 kk ji  dla pk  . 

Przebiegi pierwszych sze-
ściu funkcji Walsha w okre-
sie wT  są pokazane na rys. 
3.10. Należy zauważyć, że 

),( jiw  jest funkcją dyskretną 
w odróżnieniu od )/,( wTtiw
, która przedstawia funkcję 
czasu ciągłego. 

Współczynniki Walsha 
(3.67) uzyskuje się przez do-
dawanie lub odejmowanie 
próbek sygnału )(kf  w za-
leżności od wartości fali pro-
stokątnej określonej przez 
funkcje Walsha. Współczyn-
niki Walsha nie są bezpo-
średnio związane ze składo-
wymi sygnału, które wyni-
kają z przekształcenia 
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  Rys. 3.10. Pierwszych sześć funkcji Walsha w 
okresie jednostkowym wT  
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Fouriera. Znane jest jednak bezpośrednie powiązanie pomiędzy prze-
kształceniami Walsha i Fouriera, w którym amplitudy składowych sy-
gnału określa się następująco [18]: 

 WAF T , (3.70) 

gdzie: 

 TNFFF 110 .. F    - współczynniki przekształcenia, 

 TNWWW 110 .. W  - współczynniki przekształcenia Walsha zgod-
nie z (3.67), 

 ija=A  - macierz przekształceń z następującymi współczynnikami: 
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W ogólnym przypadku, macierz A  jest prostokątna, gdyż liczba skła-
dowych Fouriera i Walsha nie musi być taka sama. Na przykład, do okre-
ślenia współczynników Fouriera związanych ze składową stałą, pierwszą 
i drugą harmoniczną na podstawie pierwszych piętnastu współczynni-
ków Walsha, macierz AT ma następującą postać: 
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A ,   (3.72) 

gdzie: 641,01 a , 653,02 a , 265,03 a , 053,04 a , 271,05 a , 
127,06 a . 

Współczynniki Fouriera wyrażają się zatem w następującej formie: 

00 WF  , 

139511 127,0053,0265,0641,0 WWWWF s  , 
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 1410621 127,0053,0265,0641,0 WWWWF c  , (3.73) 

1132 271,0653,0 WWF s  , 

1242 271,0653,0 WWF c  . 

Pary odpowiednich współczynników tworzą następnie zespoloną re-
prezentację składowych sygnału, na przykład wektor zespolony podsta-
wowej harmonicznej jest następujący: 

 sc FFF 111 j . (3.74) 

Liczba składników Walsha wykorzystanych w reprezentacji (3.74) 
określa właściwości algorytmu. Charakterystyki amplitudowe estymato-
rów współczynników Fouriera (3.74) dla różnej liczby użytych współ-
czynników Walsha są pokazane na rys. 3.11. Nie jest zaskoczeniem, że w 
miarę wzrostu liczby uwzględnianych współczynników Walsha, właści-
wości częstotliwościowe estymatorów zbliżają się do ich pierwowzorów. 
Na przykład, krzywe 1 dokładnie odwzorowują charakterystykę pełnoo-
kresowego algorytmu Fouriera. 

Wyznaczenie współczynników Walsha jest proste – wymaga tylko do-
dawania odpowiednich próbek sygnału - jednak zbliżenie się tą drogą do 
przekształcenia Fouriera związane jest z wykonaniem operacji (3.70), co 
pomimo wielu zerowych współczynników macierzy A , zmusza do wy-
konania wielu mnożeń. W celu pełnego wykorzystania prostoty prze-
kształcenia Walsha stosuje się zredukowaną postać reprezentacji współ-
czynników Fouriera w (3.70), ograniczoną tylko do pierwszego współ-
czynnika Walsha. Prowadzi to do bardzo uproszczonego numerycznie al-
gorytmu określania składowych ortogonalnych sygnału. W przypadku 
pełnego okresu jego postać jest następująca: 
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 Rys. 3.11. Charakterystyki częstotliwościowe algorytmów uzyskanych z funkcji 

Walsha; 1 – uwzględnione wszystkie współczynniki, 2- dwa pierwsze  
współczynniki 3- tylko jeden współczynnik ; N=16 
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Zmiana znaku w powyższych wyrażeniach wynika stąd, że polaryza-
cja funkcji ),1( iwal  oraz ),2( iwal  w oknie pomiarowym jest odwrotna niż 
w polaryzacja funkcji korelacyjnych w rozważanym algorytmie Fouriera. 
Ma to jednak znaczenie tylko wówczas, gdy ewentualnie porównywane 
są wyniki obu przekształceń. 

Równania (3.75) mają podobną formę jak przekształcenia (3.36). Sinu-
soidalne funkcje korelacyjne zostały zamienione na funkcje Walsha tak, 
że: 
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Ponieważ w (3.76) zostały użyte tylko funkcje Walsha pierwszego i dru-
giego rzędu, więc ograniczenie liczby próbek N  sygnału w oknie pomia-
rowym jest teraz spełnione gdy 2/N  jest parzyste. 

Estymator (3.76) jest nazywany pełnookresowym algorytmem Walsha [45]. 
Transformaty powyższych algorytmów można uzyskać podobnie jak w 
przypadku algorytmu Fouriera. Ogólna postać transformat jest przedsta-
wiona równaniami (3.43), gdzie: 
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przy czym: 
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Przebiegi funkcji (3.77) dla 16N  są pokazane na rys. 3.12. 

Algorytm korelacyjny Walsha w wersji stacjonarnej (gdy okno pomia-
rowe przesuwa się wzdłuż funkcji korelacyjnej) ma następującą postać: 



3.3 Podstawowe algorytmy pomiaru składowych ortogonalnych 169 

 

 

 .1,1)(
2

)2/sin()(

,1,2)(
2

)2/sin()(

1

0

1

0



















N

i
s

N

i
c

iNkikyakX

iNkikyakX

wal

wal
 (3.78) 

Porównując charakterystyki częstotliwościowe algorytmów Fouriera i 
Walsha można zauważyć, że uproszczenie obliczeń w przypadku metody 
Walsha prowadzi do pogorszenia jej właściwości częstotliwościowych. 
Widać, że w tym przypadku eliminowane są tylko parzyste harmoniczne 
sygnału wejściowego (rys. 3.12). Jednak wówczas, gdy zakłócenia w po-
staci składowych nieparzystych są do pominięcia, algorytm jest bardzo 
efektywny [18], [44]. 

Półokresowy algorytm Walsha może być uzyskany przez przyjęcie w cha-
rakterze funkcji korelacyjnej funkcji Walsha dla okna równego połowie 
okresu podstawowej składowej sygnału. Widać z rys. 3.10, że wówczas 
należy wybrać dwie pierwsze funkcje Walsha w oknie o szerokości po-
łowy okresu: ),0( iwal , ),1( iwal , 12/,...,1,0  Ni . Otrzymuje się wtedy 
następujące przekształcenie: 
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Jego właściwości częstotliwościowe są określone przez transmitancje: 
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Rys. 3.12. Charakterystyka zerowo-fazowa (a) oraz charakterystyka amplitudowa 
(b) pełnookresowego algorytmu Walsha; N=16 
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Przebiegi funkcji (3.80) oraz charakterystyki amplitudowe półokreso-
wych estymatorów Walsha składowych ortogonalnych sygnału są poka-
zane na rys. 3.13. Podobnie, jak w przypadku półokresowego algorytmu 
Fouriera, metoda jest wrażliwa na obecność składowej stałej w sygnale. 

Algorytm Walsha może być również przedstawiony w postaci rekur-
sywnej. Na przykład, zapisując wyrażenia (3.75) dla dwóch kolejnych 
próbek otrzymuje się: 
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 (3.81) 

Widać, że w tym przypadku, składowe ortogonalne można uzyskać w 
wyniku wykonania rzeczywiście prostej procedury. 

|Hs()|

|Hc()|

 '=/1

b)

Hs(

Hc(

a)

 '=/1

0

0,4

0,8

1,2

|H()|

0 2 4 6 80 2 4 6 8

0

0,8

1,2

-H(

-0,4

0,4

 

Rys. 3.13. Charakterystyka zerowo-fazowa (a) oraz charakterystyka amplitu-
dowa (b) półokresowego algorytmu Walsha; N=16 



3.4 Metoda najmniejszych kwadratów 171 

3.4 Metoda najmniejszych kwadratów 

3.4.1 Zależności podstawowe 

Metoda najmniejszych kwadratów (MNK) jest często stosowana do okre-
ślenia parametrów funkcji, która ma aproksymować dane uzyskane z po-
miarów. Zakłada się, że pomiar jest obarczony błędem (w postaci zakłó-
cającego szumu), który sprawia, że postulowana funkcja aproksymuje 
dany proces (przebieg wybranej zmiennej procesu) w przybliżony spo-
sób. Zagadnienie takie występuje przy obserwacji sygnałów elektrycz-
nych dostarczanych przez przekładniki pomiarowe. Zakłada się na przy-
kład, że w stanie ustalonym przebiegi prądów i napięć przedstawiają ide-
alne sinusoidy o znanej częstotliwości. Jednak, przy próbie pomiaru ta-
kiego sygnału okaże się, że poszczególne jego próbki odbiegają od zało-
żonego modelu – z powodu innej niż zakładano fazy, zakłóceń w torze 
pomiarowym, odchyłki częstotliwości i tak dalej. Metoda najmniejszych 
kwadratów jest narzędziem, które pozwala ‘najlepiej’ przybliżyć daną 
funkcję (model sygnałowy) do mierzonych danych. Określenie ‘najlepiej’ 
jest tu związane z warunkiem minimalizacji sumy kwadratów odchyłek 
pomiędzy założonym modelem i pomiarami. 

Jeśli przyjąć, że dany sygnał jest aproksymowany za pomocą funkcji 
sinusoidalnej, to odpowiedni model może być reprezentowany dwiema 
ortogonalnymi składowymi tej sinusoidy (zgodnie z (3.14)). Gdy do-
stępny jest zbiór M  kolejnych pomiarów, to relacje pomiędzy pomiarami 
a modelem mogą być zapisane w następujący sposób: 
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 (3.82) 

co w zapisie macierzowym przyjmuje następującą formę: 

 vHxy  , (3.83) 

gdzie: 

T][ )1()1()0(= Myyy y  - wektor pomiarów, 

T][ 1)-((1)(0)= MhhhH   - macierz modelu sygnałowego: 
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 ( ) [cos( ) sin( )] [ ( ) ( )]c si ai ai h i h i h , 

T][ 1)-((1)(0)= Mvvv v - wektor błędów pomiarowych, 

T][ sc XX=x          - wektor poszukiwanych parametrów modelu. 

Wektor x  jest nazywany prawdziwym lub postulowanym wektorem 
parametrów i ze względu na obecność zakłóceń nie może być dokładnie 
wyznaczony. W przyjętym modelu sygnałowym ma on dwa współczyn-
niki. W ogólnym przypadku wektor x  można określić następująco: 

 T][ LXXX 21=x , (3.84) 

gdzie: L  - liczba estymowanych wielkości (liczba stanów modelu sygna-
łowego). 

Estymata wektora parametrów xx ˆ  określa model mierzonych wiel-
kości zgodnie z (3.83) 

 xHy ˆˆ  . (3.85) 

Celem estymacji według MNK jest uzyskanie takiego wektora ŷ , który 
zapewnia minimalną wartość wektora błędów 

 Miei 1,..,=},{=ŷ-y=e  (3.86) 

w sensie przyjętego kryterium. Funkcja kryterialna, która w tym przy-
padku podlega minimalizacji ma następującą ogólną postać [37], [47]  

 ljlj

M

1=l

M

1=j

eegS =Gee=x T
2 )ˆ( , (3.87) 

gdzie: }{ ljgG  jest kwadratową macierzą wagową, która jest wybierana 
pod kątem minimalizacji (3.86). W przypadku, gdy 1G  , )ˆ(2 xS  jest 
normą 2L  (normą euklidesową) wektora )ˆ(xe , skąd pochodzi wartość in-
deksu w powyższym zapisie*. 

Warunek minimalizacji (3.87) względem wektora x̂  ma następującą 
postać: 

 
* W literaturze można spotkać wiele definicji norm wektorów i macierzy [21], 

[24], [41]. Zazwyczaj jednak norma Lp wektora x jest określana następująco [3]: 
pM
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

x . 
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   0=2ˆ2)ˆ()ˆ(
ˆˆ

)ˆ( TT GyH-xGHHxH-yGxH-y
xx

x
 TS







, (3.88) 

co prowadzi do tak zwanego równania normalnego 

 GyHxGHH TT ˆ  . (3.89) 

Na podstawie (3.89) można określić poszukiwany wektor parametrów 
aproksymującej funkcji 

 GyPH=x Tˆ , (3.90) 

gdzie: -1TGH)(H=P .  (3.91) 

Można dowieść, że macierz wagowa G , która minimalizuje funkcję 
kryterialną )ˆ(xS  przyjmuje następującą wartość [47]  

 -1R=G , (3.92) 

przy czym: )( Tvv=R E  jest macierzą kowariancji pomiarów. 

Gdy wartość oczekiwana wektora błędów pomiarowych jest zerowa: 
0)( vE  oraz macierz wagowa została wybrana zgodnie z (3.92), to esty-

mator MNK (3.90) jest optymalny [47]. 

W przypadku procesu deterministycznego, gdy brak jest informacji o 
zakłóceniach, należy założyć jednostkową macierz wagową 

 1G   (3.93) 

i algorytm (3.90) przyjmuje klasyczną postać 

 yHx #ˆ  , (3.94) 

gdzie: #H  jest macierzą pseudoodwrotną 

 T# PH=H ,  1T )H(H=P . (3.95) 

Macierz #H  określa model pomiarowy algorytmu MNK. Model po-
miarowy jest nadokreślony, gdy liczba pomiarów jest większa od liczby 
estymowanych zmiennych M>L (3.82) i tylko takie przypadki będą tutaj 
rozważane. Operacja określona przez x̂  (3.90) nazywa się estymacją li-
niową [27]. Należy podkreślić, że określenie ‘liniowy model’ stosowane 
w odniesieniu do MNK oznacza liniowość modelu względem parametru 
x̂ , a nie względem niezależnej zmiennej k . 

Analityczna postać algorytmu MNK dostarcza również informacji o 
błędzie estymacji. Elementy diagonalne macierzy P  są wariancjami 
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otrzymanych estymat. Jest to dogodny wskaźnik porównania różnych al-
gorytmów pomiarowych. 

Bezpośrednie zastosowanie ogólnej (ważonej) metody NK prowadzi 
do nierekursywnego algorytmu MNK. 

3.4.2 Nierekursywny algorytm MNK 

Można zauważyć, że składowe estymowanego wektora x̂  (3.90) są wyni-
kiem mnożenia odpowiedniego wiersza macierzy GPHT  przez wektor y
. Można to zapisać w następującej postaci 

 yHP=x Gˆ G , (3.96) 

gdzie: 1
GG )H(H=P ,  GH=H T

G ,  (3.97) 

natomiast elementy wektora x̂  są obliczane według zależności 

 



M

1j
jiji yhX , Li ,..2,1 , (3.98) 

gdzie: 



L

l

g
jlilij hph

1

,  (3.99) 

ilp  - elementy macierzy: 11
GG }{)(}{   il
T

il qp HHP , (3.100) 

g
jlh  - elementy macierzy: }{ g

jl
T

G h=GH=H , (3.101) 


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M
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i
il

g
jiil hhq

1

. 

W praktycznych zastosowaniach należy obliczyć tylko wybrane skład-
niki wektora x̂ . Stąd też, w przypadku L -stanowego modelu sygnało-
wego, estymowanych jest tylko LK   zmiennych. 

Wyrażenie (3.96) przedstawia korelację sygnału wejściowego y  z cią-
giem próbek, określonych odpowiednimi wierszami macierzy P HG G . 
Wielkości wyjściowe są uzyskiwane w wyniku jednoczesnego przetwa-
rzania M  ostatnich próbek sygnału wejściowego ( M  - długość stałego 
lub zmiennego okna pomiarowego), co jest charakterystyczne dla algo-
rytmu nierekursywnego. 

Nierekursywny algorytm MNK ma podobne właściwości dyna-
miczne, jak filtr lub korelator: możliwość uzyskania liniowej charaktery-
styki fazowej, stały okres stanu przejściowego, a ponadto, stosowane kry-
terium pozwala łatwo projektować algorytmy o zadanych 
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właściwościach. Charakterystyki algorytmu zależą od długości okna po-
miarowego M , modelu sygnałowego reprezentowanego przez macierz 
H  oraz macierzy wagowej G . Ta ostatnia odzwierciedla warunki po-
miaru i razem z macierzą H  określają macierz GH  (3.97). Macierz GH  
może być także uzyskana przez odpowiednią modyfikację modelu po-
miarowego w celu osiągnięcia żądanych właściwości algorytmu. Stąd też 
rozróżnia się pojęcia modelu sygnałowego odzwierciedlonego przez ma-
cierz H  oraz modelu pomiarowego stosowanego do określenia macierzy 

GH . Warto zauważyć, że modele te mogą być takie same lub mogą się 
różnić między sobą. Będzie to wyjaśnione poniżej na przykładzie 3-sta-
nowego modelu sygnałowego. 

Dwustanowy algorytm  
Fouriera 

Rozpatrywany poprzed-
nio algorytm Fouriera wy-
wodzi się z założenia, że mo-
del sygnałowy ma postać 
funkcji sinusoidalnej. Taki 
właśnie model przyjmuje się 
do estymacji składowych or-
togonalnych sygnału metodą 
NK. Niech, dla ogólności, 
odpowiednie funkcje będą 
przesunięte o kąt   wzglę-
dem początku okna pomia-
rowego (rys. 3.14): 

   ( ) ( ) ( ) cos( ( 1)) sin( ( 1))c sj h j h j aj a M aj a M        h , (3.102) 

T][ 1)-((1)(0)= MhhhH   oraz 1G   (model deterministyczny). 

Estymowany jest następujący wektor 

 









s

c

X
X
ˆ
ˆ

x̂ . (3.103) 

Macierz P  przyjmuje następującą formę 
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P = (H H . (3.104) 

Podstawiając (3.102) do (3.104) otrzymuje się elementy macierzy HHT : 

h

hs
hc

k



W

-1,0

1,0

Rys. 3.14. Dwustanowy model sygnałowy 
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oraz, po wykonaniu prostych przekształceń: 

0 2 2
2sin

( sin ) sin ( )
ap

M a aM



, 12 sin( )sin( ( 1)),p aM a M  , (3.106) 

11 sin sin( )cos( ( 1)),p M a aM a M   22 sin sin( )cos( ( 1))p M a aM a M   . 

Można łatwo sprawdzić, że dla okna pomiarowego o długości równej 
wielokrotności połowy okresu: M = lN/2, l – całkowite, macierz P ma 
postać diagonalną: 

 P =
p

p M
c

s

0
0

2 1 0
0 1









 









 . (3.107) 

Wynik estymacji na podstawie jednego zbioru danych jest określony 
zgodnie z (3.98) 

W kolejnych krokach pomiarowych formuła (3.98) jest stosowana w 
odniesieniu do zgromadzonych M  próbek sygnału y . Gdy funkcje hc  
oraz hs  o długości M N  próbek przemieszczają się wraz z oknem po-
miarowym to algorytm przedstawia dobrze znaną pełnookresową proce-
durą korelacyjną 
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 k  0 1, ,  (3.108) 

gdzie dla 0  (3.102): 
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  j N 0 1 . (3.109) 
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W celu rozpoczęcia obliczeń (3.108) ( 0k ), powinny być określone dane 
w początkowym oknie pomiarowym  y N y( ) ( )  1 0 . 

Powyższy algorytm może być także zapisany w formie ze stacjonar-
nym wyjściem. Wówczas współczynniki hc  oraz hs  są określone przez 
funkcje, które nie przesuwają się wraz z oknem pomiarowym 
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 k  0 1, , , (3.110) 

gdzie:  
),2/sin()(

),2/cos()(

aajjh

aajjh

s

c




  ,1,0j . (3.111) 

Można zauważyć, że powyższe relacje są identyczne jak w przypadku 
wcześniej rozważanych algorytmów Fouriera. W ten sam sposób można 
uzyskać również algorytm półokresowy ( M N / 2 ). W ogólnym przy-
padku, przy dowolnej długości M  okna pomiarowego, algorytm ze sta-
cjonarnymi sygnałami wyjściowymi ma następującą postać 
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gdzie:  
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)( jhc , )( jhc  - jak w (3.111), 

natomiast współczynniki )(kpij  są obliczane na podstawie (3.104)-(3.105) 
po podstawieniu: ak . Funkcje określające współczynniki )(kpij  są 
periodyczne z okresem równym 2/N  próbek.  

Średnia wartość współczynników niediagonalnych w okresie jest 
równa zero, natomiast funkcje tworzące współczynniki diagonalne są 
przesunięte o wielkość M/2 . Jest to jednocześnie wariancja estymatora 
składowych ortogonalnych. Widać, że wartość błędu estymacji maleje 
wraz z poszerzeniem okna pomiarowego. 
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Trójstanowy algorytm Fouriera 
Zakłada się, że obserwowany sygnał jest utworzony ze składowej pod-

stawowej oraz zanikającej aperiodycznie składowej stałej (składowej ape-
riodycznej). Postępując podobnie jak w przypadku modelu dwustano-
wego (3.102), model rozpatrywanego sygnału można zapisać w następu-
jącej formie (w odróżnieniu od (3.102) przyjęto tu 2/aaN   - rys. 
3.15): 

    h( ) ( ) ( ) ( ) cos( ) sin( ) exp( )j h j h j h j aj aj bjc s a  , (3.113) 

gdzie: b T
NTa

  1 , T1  - okres składowej podstawowej, Ta  - stała czasowa 

zanikania składowej aperiodycznej. 

W modelu (3.113) występują trzy składowe, a zatem odpowiedni wek-
tor estymowanych wielkości przyjmie następującą postać 
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Celem estymacji jest określenie składowych ortogonalnych, a więc tylko 
dwie wielkości: cX̂  oraz sX̂  są przedmiotem zainteresowania. 

h
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1,0

 
Rys. 3.15. Trójstanowy model sygnałowy 
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Poszukiwany jest algorytm w ogólnej formie (3.98), czyli w postaci wa-
żonej procedury MNK. Zmodyfikowana macierz modelu pomiarowego 
ma następującą strukturę  

  H h h hG  G G G
TM( ) ( ) ( )0 1 1 , (3.115) 

gdzie:  hG c sj aj d aj d bj( ) cos( ) sin( ) exp( )   , (3.116) 

dc , ds  - współczynniki, które zależą od stałej czasowej zanikania składo-
wej aperiodycznej. 

Macierz PG  jest określona zgodnie z (3.100), co po uwzględnieniu (3.113) 
oraz (3.116) prowadzi do następujących związków: 

 PG ijq 1 { } , i,j=1..3, (3.117) 

gdzie dla dwóch pierwszych wierszy 
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Nieznane parametry dc  oraz ds  mogą być wyznaczone na podstawie 

warunków diagonalizacji macierzy PG
 1  (jej dwóch pierwszych wierszy): 

02112  qq  oraz 02313  qq . Te warunki pozwalają uprościć algorytm. 

Pierwszy z nich jest spełniony dla lNM  , l  - całkowite, natomiast z 
drugiego wynikają następujące zależności [35]: 
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Dla okna pomiarowego o długości równej wielokrotności okresu zacho-
dzi związek: 2/2211 Mqq  . 

Można łatwo sprawdzić, że diagonalizacja dwóch pierwszych wierszy 
macierzy PG

 1  jest równoważna diagonalizacji tych samych wierszy ma-
cierzy PG  (w przypadku macierzy 3 3 ). Estymator przyjmuje zatem po-
stać jak w (3.108), gdzie: 

 
.)sin()(

,)cos()(

ss

cc

dajjh

dajjh




 (3.121) 

Charakterystyka częstotliwościowa tego algorytmu dla dwóch róż-
nych stałych czasowych zanikania składowych aperiodycznych jest po-
kazana na rys. 3.16. Ponieważ modele obu rozważanych estymatorów (2- 
i 3-stanowego) różnią się jedynie składnikiem wykładniczym (który cha-
rakteryzuje się przewagą dolnego pasma częstotliwościowego), to rów-
nież obie charakterystyki różnią się jedynie w zakresie niskich częstotli-
wości. 

Rysunek 3.17 przedstawia odpowiedź czasową 3-stanowego algo-
rytmu, w którym przyjęto 01,0aT s, na wymuszenie w postaci następu-
jącego sygnału 

y k ak bk( ) cos( ) exp( )  , 

gdzie: a  oraz b  są takie jak w (3.113) natomiast 01,0 saa TT s, oraz 
20,0 saa TT s. 
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Rys. 3.16. Charakterystyka częstotliwościowa 3-stanowego estymatora dla 

dwóch różnych stałych czasowych zanikania składowej aperiodycznej; 20N  
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Na podstawie rys. 3.17a widać, że algorytm jest czuły na zmianę stałej 
czasowej zanikania składowej aperiodycznej: zakłócenie to jest całkowicie 
eliminowane gdy model jest zgodny z mierzonym sygnałem; w przeciw-
nym przypadku powstają duże błędy estymacji. Mniejsze błędy są obser-
wowane gdy zastosuje się tu estymator dwustanowy (rys. 3.17b). 

W ogólnym przypadku, gdy stała czasowa zanikania jest nieznana, 
lepszym rozwiązaniem jest przyjęcie tej składowej jako wartości stałej. 
Odpowiada to założeniu aT . Model sygnałowy ma wówczas nastę-
pującą formę (funkcje bazowe są symetryczne względem środka okna po-
miarowego) 

    12/)1(sin2/)1(cos)( scG dMaajdMaajj h . (3.122) 

Powtarzając procedurę syntezy estymatora otrzymuje się następujący 
algorytm określania składowych ortogonalnych sygnału 
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gdzie: 
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Rys. 3.17. Odpowiedź 3-stanowego estymatora na sygnał z różnymi 

 parametrami składowej aperiodycznej: Ta=0,01 s (a) oraz Ta= (b); N=20  
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Można zauważyć, że współczynnik ds  0  (3.124) co wynika stąd, że 

funkcja korelacyjna h js ( )  jest w tym przypadku nieparzysta względem 
początku układu współrzędnych i ma zerową wartość średnią w oknie 
(rys. 3.18). Można ponadto zauważyć, że dla okna pełnookresowego al-
gorytm (3.123)-(3.125) sprowadza się do estymatora dwustanowego. 

Dla ważnego przypadku półokresowego okna pomiarowego (
2/NM  ), estymator (3.123) ma następujące parametry: 
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W porównaniu z 2-stanowym estymatorem półokresowym, etymata 
składowej cX  ma w tym przypadku większą wariancję ( Npc /4 ), jed-

nak teraz składowa stała jest w pełni eliminowana. Charakterystyki czę-
stotliwościowe obu algorytmów są pokazane na rys. 3.19. Można 
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Rys. 3.18. Okno pomiarowe 2-stanowego estymatora z przesuniętą funkcją ba-
zową dla składowej kosinusowej (b) 
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zauważyć, że poprawa 
charakterystyki w zakre-
sie niskich częstotliwości 
okupiona jest jej pogorsze-
niem w pozostałym zakre-
sie. 

Powyższe przykłady 
ilustrują sposób projekto-
wania algorytmów niere-
kursywnych na bazie me-
tody najmniejszych kwa-
dratów. Metoda ta znala-
zła szerokie zastosowanie 
w projektowaniu algoryt-
mów zabezpieczeń cyfro-
wych. 

3.4.3 Rekursywna metoda najmniejszych kwadratów 

Nierekursywny algorytm MNK jest optymalny (przy założonych warun-
kach) dla stałego okna pomiarowego. To oznacza, że optymalna estymata 
sygnału wyjściowego x̂  jest określana na podstawie M  wartości sygnału 
wejściowego przy określonym modelu pomiarowym wyrażonym przez 
macierz GH . Jest to klasyczny algorytm z przesuwającym się oknem po-
miarowym. W rzeczywistości, w miarę przebiegu obserwowanego pro-
cesu ilość informacji o nim zwiększa się, co mogłoby uzasadniać zwięk-
szanie okna pomiarowego M . Jednak tego typu algorytm miałby ewi-
dentne niedostatki z powodu przetwarzania dużej liczby danych. Po-
nadto, zakłada się w nim stałą wartość estymowanego wektora x̂ , co 
uniemożliwia śledzenie dynamiki procesu. W takim przypadku może być 
stosowana rekursywna wersja algorytmu MNK. 

Rekursywny algorytm metody najmniejszych kwadratów (w literatu-
rze używa się określenia algorytm RLS od ang. Recursive Least Square) po-
zwala uzyskać dobrą dokładność estymacji z zachowaniem krótkiego 
okna pomiarowego. Algorytm ten wywodzi się z omawianej powyżej nie-
rekursywnej wersji MNK.  

Zakłada się, że estymacja jest prowadzona według algorytmu (3.90) 
przez kolejnych k  kroków. Ponadto, w tym czasie wektor estymowanych 
wielkości )(ˆ)(ˆ ki xx  , ki ,...,1 , okno pomiarowe z M  próbkami oraz 
macierz wagowa G  pozostają niezmienne. Jeśli w odniesieniu do 
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Rys. 3.19. Charakterystyka częstotliwościowa 
półokresowego estymatora bez korekcji (1) oraz 

z korekcją składowej stałej (2) 
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rozpatrywanego zbioru k  kolejnych estymat zastosować kryterium MNK 
(3.87), to zależność (3.89) przyjmie następującą postać [47] 

 



k

i

k

i

iiii
1

Tˆ )()()()(
1=

T GyHxGHH . (3.128) 

Na podstawie (3.128) wektor )(ˆ kx można określić jako: 

 )()(ˆ kk bPx  , (3.129) 
gdzie: 
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T1 )( )()( GHHP , (3.130) 
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T)( )()( GyHb . (3.131) 

Dwa ostanie równania można zapisać w postaci rekursywnej 

 )()( kkkk GHHPP T11 )1()(   , (3.132) 

 )()( kkkk GyHbb T)1()(  . (3.133) 

Zapisując (3.129) dla dwóch kolejnych kroków 1k  oraz k , po 
uwzględnieniu (3.132) i (3.133) uzyskuje się  

  )(+)()( 1ˆ)()()()(1ˆˆ  kkkkkkk T xHyGHPxx , (3.134) 

gdzie macierz )(kP  może być określona na podstawie (3.132) 

   1T1 )1()(
  )()( kkkk GHHPP . (3.135) 

Bardziej dogodna forma (3.135) może być wyprowadzona na podsta-
wie lematu o odwrotności macierzy, który jest formułowany następująco 
[21], [38]. Jeśli nieosobliwe macierze A  i B  ( LL  ) oraz D  ( MM  ) two-
rzą następujący związek 
 TCCDBA 11   , (3.136) 

gdzie: C  jest macierzą ( ML ), to zachodzi równość 

   BCBCCDBCBA TT 11   . (3.137) 

Zastosowanie tej zależności do (3.135) daje 

 )1()()1()(  kkkkk PHKPP )( , (3.138) 

gdzie: 

   1T )1()1()(


 )()()( kkkkkk THPHGHPK -1 . (3.139) 
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Z powyższego łatwo uzyskać następujący związek: 

 )()()( kkk T KGHP  . (3.140) 

Ostatecznie metoda RLS sprowadza się do następującego algorytmu. 

Algorytm 3.1. Rekursywna metoda najmniejszych kwadratów (RLS) 
 Określić wartość początkową macierzy kowariancji )0(P  oraz estymowa-

nego wektora )0(x̂ . 
W kolejnych krokach obliczeniowych wykonać następujące działania: 
 Określić macierz wzmocnienia 

  1T )1()1()(


 )()()( kkkkkk THPHGHPK 1- . 

 Obliczyć nową wartość estymowanego wektora 
 )(+)()( 1ˆ)()()(1ˆˆ  kkkkkk xHyKxx . 

 Obliczyć nową wartość macierzy kowariancji błędów 
)1()()1()(  kkkkk PHKPP )( . □ 

Można zauważyć, że macierz wzmocnienia )(kK  nie zależy od pomia-
rów i może być określona przed rozpoczęciem obliczeń. Ponadto, długość 
okna pomiarowego nie wpływa na sposób obliczeń i może być przyjęta 

1M . 
Wartość początkowa macierzy kowariancji )0(P  może być określona 

na podstawie (3.91): 

  1T 0)0(


 (0))( GHHP , 

co wymaga odwołania się do początkowego ‘okna pomiarowego’. Jeśli 
nie jest dostępna żadna informacja a priori, to przyjmuje się: 

IP )0( , gdzie    0  (jest to odpowiednio ‘duża’ liczba – patrz przy-
kład poniżej). 

Podobnie, wartość początkową wektora )(0x̂  można przyjąć za (3.90): 

)0()0()0(0ˆ GyHPX T)(  

lub założyć 0)( 0x̂ . 

W zastosowaniach do zabezpieczeń elektroenergetycznych wektor 
mierzonych wartości )(ky  zazwyczaj reprezentuje jedną tylko wielkość 
napięcia lub prądu )(ky . W tym przypadku, macierz H( )k  sprowadza 
się do jednego tylko wiersza h( )k  [4], [37]. Wówczas rozważany algo-
rytm RLS przyjmuje następującą postać. 
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Algorytm 3.2. Rekursywna metoda najmniejszych kwadratów dla układów 
jednowejściowych 

 Określić wartość początkową macierzy kowariancji )0(P  oraz estymowa-
nego wektora )0(x̂ . 

W kolejnych krokach obliczeniowych wykonać następujące działania: 
 Określić wektor wzmocnienia 

)()(
)(

kkkr
kkk ThPh

hPk
)1(

)1()(
T




 . 

 Obliczyć nową wartość estymowanego wektora 
 )(+)()( 1ˆ)()()(1ˆˆ  kkkykkk xhkxx . 

 Obliczyć nową wartość macierzy kowariancji błędów 
 )1()()1()(  kkkkk PhkPP )( , 

gdzie r  jest zdeformowaną do jednego elementu macierzą R  (3.92); w 
przypadku modelu deterministycznego 1r . □ 

Powyższy algorytm dla 1r  ma ‘nieskończoną pamięć’, co zgodnie z 
założeniami oznacza, że rezultat estymacji w k -tym kroku zależy od 
wszystkich poprzednich wartości sygnału wejściowego. Taka właściwość 
algorytmu może się okazać bardzo niekorzystna, gdyż poprzednie zakłó-
cenia przenoszą się na bieżący pomiar. Cecha ta może być ograniczona 
przez wprowadzenie współczynnika zapominania [47]. W tym celu, kryte-
rium MNK (3.87) jest modyfikowane do następującej postaci (zapisane 
tutaj tylko dla jednej zmiennej) 

   
k

ik iiiykS
1=i

2
2 )(ˆ)()()( xh=  ,  10  . (3.141) 

Można zauważyć, że współczynnik zapominania   odgrywa tu tę 
samą rolę, co współczynnik wagowy w poprzednim algorytmie, tyle że 
jest to tym razem wykładnicza funkcja czasu (malejąca lub co najwyżej 
niezmienna). Stąd też, końcowy algorytm ma podobną formę. 

Algorytm 3.3. Rekursywna metoda najmniejszych kwadratów z zapomina-
niem 

 Określić wartość początkową macierzy kowariancji )0(P  oraz estymowa-
nego wektora )0(x̂ . 

W kolejnych krokach obliczeniowych wykonać następujące działania: 
 Określić wektor wzmocnienia 

)()(
)(

kkk
kkk ThPh

hPk
)1(

)1()(
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





. 

 Obliczyć nową wartość estymowanego wektora 
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 )(+)()( 1ˆ)()()(1ˆˆ  kkkykkk xhkxx . 
 Obliczyć nową wartość macierzy kowariancji błędów 

 )1()()1(1)(  kkkkk PhkPP )(


, 

gdzie   jest współczynnikiem zapominania. □ 

Widać, że różnica występuje tylko w sposobie obliczania macierzy 
P( )k . Współczynnik zapominania   wymusza wykładnicze zapomina-
nie poprzednich danych pomiarowych i dlatego dane bliższe momentu 
estymacji mają większy wpływ na jej wynik [36], [47]. 

Przykład 3.1. Przeprowadzić analizę 3-stanowego algorytmu RLS ze współ-
czynnikiem zapominania i porównać go z algorytmem niere-
kursywnym MNK. W charakterze wymuszenie przyjąć nastę-
pujący sygnał 

 cos)cos()( 1
T
t

tty


 e , gdzie  1001  , 02,0T s, 
0 , który jest próbkowany z częstotliwością Tf =1000 Hz. 

Liczba próbek w okresie wynosi 20N . 
Przyjmuje się 3-stanowy model sygnałowy o postaci 

 1)sin()cos()( akakk h  
z wektorem estymowanych wielkości 

 Tasc XXXk ˆˆˆ)(ˆ x . 
Algorytm nierekursywny można zaprojektować według schematu podanego w po-
przednim punkcie. W celu analizy dynamiki algorytmu można przyjąć, że po-
miar zaczyna się w trzeciej próbce (pierwsze okno pomiarowe ma trzy próbki) i 
z każdą następną próbką okno zwiększa się aż do osiągnięcia N  próbek. Odpo-
wiedni algorytm jest określony następującym równaniem 

  )()()()()(ˆ 1
kkkkk TT yHHHx


 , 

gdzie w kolejnych krokach macierze pomiarowe )(kH  przyjmują następującą 
formę 
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aż do )1( NH , która to macierz ma rozmiar 3N  (dla algorytmu pełnookreso-
wego). Podobnie rozszerza się również wektor )(ky . 
Odpowiedź estymatora amplitudy jest pokazana na rys. 3.20 (krzywa 1).  
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Stosując estymator RLS można rozpocząć obliczenia od pierwszej próbki ( 1k ). 
Przyjmując )33(1000)0(  IP  otrzymuje się odpowiedź estymatora amplitudy 
jak na rys. 3.20a (krzywe 2, 3 przy współczynniku zapominania, odpowiednio 

8.0  oraz 1 ). Zmianę współczynników wzmocnienia  asc kkkk )(k  
przedstawia rys. 3.21. 

Analizując krzywe na rys. 3.20a 
można zauważyć, że oba estyma-
tory szybko przybliżają się do wła-
ściwych odpowiedzi. Widoczne 
oscylacje są wynikiem niedostoso-
wania modelu do obserwowanego 
przebiegu (składowa aperio-
dyczna jest reprezentowana przez 
stały czynnik w modelu). Błąd 
tego niedopasowania jest szcze-
gólnie duży przy krótkim oknie 
pomiarowym. 
W większości zastosowań rozpa-
trywane algorytmy są urucha-
miane z ‘zapełnioną pamięcią’, co 
oznacza, że w przypadku metody 
nierekursywnej okno jest stałe ( N  
próbek), a w algorytmie RLS po-

czątkowa wartość macierzy P  jest także określana na podstawie pełnego okna 
[37]  
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gdzie w rozpatrywanym przykładzie: 
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Rys. 3.20. Odpowiedź 3-stanowego algorytmu MNK z wyzerowaną pamięcią (a) 
oraz z pamięcią zapełnioną (b): 1 – algorytm nierekursywny ze zmiennym ok-

nem, 2- metoda RLS przy  =0,8, 3 - metoda RLS przy  =1,0 
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Rys. 3.21. Przebieg zmian współczynników 
wzmocnienia 3-stanowego algorytmu  RLS 
przy zerowych warunkach początkowych, 

 =0,8 
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. 
Estymaty amplitudy dla tych przypadków są pokazane na rys. 3.20b. Można za-
uważyć charakterystyczny stan przejściowy wynikający z ‘zapełniania pamięci’ 
algorytmów. W metodzie RLS długość tego stanu zależy od wartości współczyn-
nika  . Dla 1  odpowiedź jest obliczana na podstawie całej ‘zapamiętanej’ in-
formacji i reakcja algorytmu jest wolna. W tym przypadku wektor wzmocnienia 
zmienia się nieznacznie (rys. 3.22), przyjmując po pewnym czasie wartość usta-
loną. Współczynniki wzmocnienia składowych podstawowych ( ck  oraz sk ) 
przyjmują w stanie ustalonym postać przebiegów sinusoidalnych, natomiast 
współczynnik składowej stałej – wartość stałą. Te właściwości można wykorzy-
stać do określenia wektora wzmocnienia przed rozpoczęciem obliczeń [15], [37]. 
□ 

3.4.4 Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratów 

W powyższych rozważaniach zakładano, że model sygnałowy jest li-
niowy względem estymowanych parametrów. Uzyskane rekursywne lub 
nierekursywne algorytmy są łatwe do implementacji w mikroprocesoro-
wych układach automatyki. Rozwój techniki mikroprocesorowej oraz 
metod numerycznych pozwala obecnie realizować również bardziej 
skomplikowane algorytmy estymacji nieliniowej, które mają zastosowa-
nie w automatyce elektroenergetycznej. Dzięki temu można stosować 
bardziej realistyczne modele sygnałowe, które prowadzą do 
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Rys. 3.22. Zmiana współczynników wzmocnienia 3-stanowego algorytmu RLS z 

zapełnioną pamięcią przy  =0,8 (a) oraz  =1,0 (b) 
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dokładniejszych pomiarów bez potrzeby stosowania oddzielnej korekcji 
błędów, wynikających z uproszczenia opisu obserwowanego zjawiska. 

Podstawowe uproszczenie, które przyjmuje się w liniowej estymacji 
parametrów sygnałów elektrycznych polega na założeniu, że częstotli-
wość obserwowanego sygnału jest stała i równa wartości znamionowej. 
Każda zatem zmiana częstotliwości sygnału (stała lub zmienna w czasie) 
jest zakłóceniem i prowadzi do błędów pomiaru. Dla ilustracji rozpatruje 
się ciągły przebieg sinusoidalny, w którym w charakterze nieznanych pa-
rametrów, oprócz amplitudy i fazy, występuje również częstotliwość 

  )()(cos)()( ttttXty   . (3.142) 

Dyskretna forma (3.142) ma następującą postać 

 
 
   ,)(sin)()(cos)(

)()(cos)()(
kkakXkkakX

kkakXky

sc 
 

 (3.143) 

gdzie nieznane parametry: )()( kfka s  , f s  - częstotliwość próbkowa-
nia, 

 )(cos)()( kkXkX c  , )(sin)()( kkXkX s  . (3.144) 

Podobnie jak przy wyprowadzaniu algorytmu MNK zakłada się, że 
estymowane parametry są ogólnie zależne od czasu, ale w kolejnych M  
próbkach pozostają niezmienne. Model pomiarowy ma zatem postać jak 
w (3.82): 
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),1()()1(sin)()()1(cos)()1(

vkXky

MvkaMkXkaMkXMky
MvkaMkXkaMkXMky

c

sc

sc




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
 

  (3.145) 

co można zapisać w postaci macierzowej 

 νh(x)y  , (3.146) 

gdzie: 
T])()2()1([= kyMkyMky y  — M 1 wektor pomiarów, 

T
021 ])()()([= xxxh(x) hhh MM   — M 1 wektor modelu sygnało-

wego, który w rozpatrywanym przykładzie ma następujące elementy: 

    )(sin)()(cos)())((=)( kiakXkiakXkhh scii xx , 



3.4 Metoda najmniejszych kwadratów 191 

T](0))-(2)-(1[= vMvMv ν   - M 1 wektor błędów pomiaru, 

T])([X )(...)(= 21 kXkXkk L)(=x x  - L 1  wektor estymowanych pa-

rametrów, na przykład: )()(1 kXkX c , )()(2 kXkX s , )()(3 kakX  . 

Podobnie jak w (3.86), funkcja błędów )xe( ˆ  jest określona jako różnica 
między wektorem pomiarów i modelem sygnałowym odpowiadającym 
estymowanemu wektorowi x̂  

 )xh(y)xe( ˆˆ  . (3.147) 

W przypadku, gdy liczba obserwacji M  jest równa liczbie nieznanych 
parametrów modelu L , problem minimalizacji (3.147) sprowadza się do 
znalezienia zer układu równań nieliniowych, co można osiągnąć za po-
mocą metody Newtona-Raphsona [7]. Do minimalizacji błędów, w przy-
padku gdy M L , można zastosować kryterium MNK 

 





1

0

2
2 )ˆ(ˆˆ)ˆ(

ˆ
min

M

i
i

T eS x)x)e(x(ex
x

, (3.148) 

gdzie: ei  - i -ty element wektora )xe( ˆ . 

Warunek (3.148) jest znany jako nieliniowe kryterium metody najmniej-
szych kwadratów. W odróżnieniu od podobnej zależności definiowanej w 
odniesieniu do MNK, tym razem funkcja kryterialna )xe( ˆ  jest nieliniowa 
względem poszukiwanych parametrów wektora x̂ . W celu określenia od-
powiedniej procedury minimalizacji (3.148) można odwołać się do linio-
wej aproksymacji funkcji )xe( ˆ  - co sprowadza się do określenia dwóch 
pierwszych wyrazów rozkładu tej funkcji w szereg Taylora. Rozkład 
funkcji )xe( ˆ  w pobliżu danego punktu px̂  prowadzi do 

 )xx)(xJ()xe()x(m)xe( pppp ˆˆˆˆˆˆ  , (3.149) 

gdzie: )xJ( pˆ  jest macierzą Jacobiego (Jacobianem) 

 )}ˆ({ˆ pijp j x)xJ(  ,  (3.150) 

z elementami 
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jX̂  - j -ty wyraz wektora estymat ˆ ˆˆ ˆc sX X a   x . 
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Przy założeniu, że wektor pomiarów y  nie zależy od poszukiwanych 

wartości x̂ , ostatecznie, otrzymuje się elementy Jacobianu )xJ( pˆ  
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. (3.151) 

Ponieważ wektor modelu )xh( ˆ  jest zazwyczaj określony w postaci 
analitycznej, zatem również macierz )xJ( ˆ  jest łatwa do określenia. Dla 
rozpatrywanego przykładu j -ty wiersz macierzy Jacobiego jest następu-
jący ( Mj ,..,2,1 , Mji  ) 
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 (3.152) 

Liniowa postać równania (3.149) może być wykorzystana do itera-

cyjnego obliczania zer funkcji błędu )xe( ˆ . Jeśli przyjąć, że punkt px̂  jest 

rezultatem poprzedniej iteracji: 1ˆˆ  np xx , to nxx ˆˆ   w (3.149) minimali-

zuje )x(m ˆp  ( 0ˆ )x(m p ), tj. 

 )xe(xx)xJ( 111 ˆ)ˆˆ(ˆ   nnnn . (3.153) 

Wyrażenie (3.153) przedstawia nadokreślony układ M  równań linio-
wych z L  niewiadomymi, który może być rozwiązany za pomocą algo-
rytmu MNK 

   )x)e(x(J)x)J(x(Jxx 11
1

111 ˆˆˆˆˆˆ 
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  nn
T
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T

nn , (3.154) 

gdzie: n  jest indeksem iteracji. 

Uwzględniając również numer próbki k  jako zmienną dyskretnego 
czasu i podstawiając (3.147) w miejsce )xe( ˆ  otrzymuje się końcową postać 
algorytmu nieliniowej MNK: 

       )xh(y)x(J)x)J(x(Jx
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. (3.155) 

Iteracyjna formuła (3.155) jest znana jako algorytm Gaussa-Newtona roz-
wiązywania nieliniowych zagadnień MNK [7]. Warunek szybkiej zbież-
ności algorytmu zależy od błędu liniowego przybliżenia funkcji )xe( ˆ . W 
wielu zastosowaniach już jeden krok iteracji (3.155) daje zadowalające 
przybliżenie [43]. Uzyskany algorytm nosi nazwę nieliniowej metody naj-
mniejszych kwadratów (ang. Nonlinear Least Squares). 
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Algorytm 3.4. Nieliniowy algorytm najmniejszych kwadratów (NLS) 
 1. Przyjąć warunki początkowe: )0(x̂ , a także 0k  (numer kroku czaso-

wego). 
 2. Określić warunki początkowe dla danego kroku: 1 kk , 1n  (numer 

iteracji), a także: )1(ˆ)(ˆ 0  kk xx . 
 3. Na podstawie modelu procesu określić macierz Jacobiego )xJ( )(ˆ 1 kn . 
 4. Skorygować wartość wektora estymat 

   )xh(y)x(J)x)J(x(Jxx )(ˆ)()(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ 11
1

111 kkkkkkk nn
T

nn
T

nn 


  . 
 3. Jeśli      )(ˆ)(ˆmax 1 kk nxxnabs  - przejść do 3, inaczej - przejść do 2, 
gdzie:   - maksymalna odchyłka do kontroli zbieżności procesu iteracyjnego. □ 

W pomiarach realizowanych na bieżąco, Jacobian )xJ( 1ˆ n  powinien 

być obliczany w każdej iteracji; należy jednak wystrzegać się bezpośred-
niego stosowania formuły (3.155) z odwracaniem macierzy, gdyż jest to 
niezwykle uciążliwa operacja numeryczna. W zamian można stosować 
znacznie oszczędniejszy algorytm QR przeznaczony do rozwiązywanie 
tego typu zagadnień linowych [39]. Wartość początkowa poszukiwanego 
wektora w kolejnych krokach czasowych może być przyjęta jako rezultat 
estymacji w kroku poprzednim: )1(ˆ)(ˆ 0  kk xx . 

Przykład 3.2. Zaprojektować 3-stanowy algorytm NLS i porównać jego 
właściwości z 2-stanowym algorytmem MNK. 

Model sygnałowy rozpatrywanego algorytmu NLS jest określony przez (3.143)-
(3.146). Wiersze macierzy Jacobiego określone są równaniem (3.152), a zatem w 
k -tym kroku otrzymuje się 
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Algorytm startuje z oknem pomiarowym o długości trzech próbek ( 2k , wektor 
)2(y ) i w każdym kolejnym kroku czasowym wykonuje procedurę iteracyjną 

(3.155). Długość okna ustala się na liczbie próbek 20 NM . Określane są trzy 
wielkości: sc XX ,  oraz a . Przebieg estymaty amplitudy przy wymuszeniu sinu-
soidalnym o częstotliwości równej 0,95 wartości znamionowej jest pokazany na 
rys. 3.23. Linie przerywane odnoszą się do tych samych wielkości uzyskanych za 
pomocą 2-stanowego estymatora MNK. Widać, że w przeciwieństwie do algo-
rytmu klasycznego, estymator NLS jest odporny na zmianę częstotliwości. Jest to 
jednak osiągnięte nieco bardziej złożonym algorytmem, który wymaga zastoso-
wania bardziej wydajnej jednostki obliczeniowej. □ 

Znanych jest wiele odmian algorytmu NLS, które różnią się sposobem 
reprezentacji nieliniowego modelu pomiarowego [7]. 

3.4.5 Rekursywny nieliniowy algorytm MNK 

Omówiony powyżej algorytm NLS (3.155) można przedstawić w nastę-
pującej formie 

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ 11 kkk nnn   xxx , (3.156) 

gdzie: 

Rys. 3.23. Odpowiedzi 3-stanowych 
algorytmów: NLS (1) oraz MNK (2) 
przy wymuszeniu harmonicznym o 

częstotliwości 0,95 1 ; a, b –składowe 
ortogonalne, c - amplituda 
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   )xh(y)x(J)x)J(x(Jx )(ˆ)()(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ 11
1

111 kkkkkk nn
T

nn
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n 


  . (3.157) 

Należy zauważyć, że równanie (3.157) przedstawia algorytm MNK es-
tymacji wektora )(ˆ 1 knx , przy czym pomiar jest określony przez ostatni 

czynnik )xh(y)xe( )(ˆ)()(ˆ 11 kkk nn   , a Jacobian )xJ( )(ˆ 1 kn  przedstawia 

model pomiarowy. Do określenia )(ˆ 1 knx  można zatem stosować algo-

rytm RLS. W przypadku modelu jednowymiarowego otrzymuje się 
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   )(+)()( 1ˆ)(ˆ)(ˆ)(1ˆˆ 111   kkkkkk nnn1-n x)xj()xe(kxx , (3.159) 

 )1()ˆ)()1()(  kkkkk Px(jkPP )( , (3.160) 

gdzie: )( )ˆ 1 kn x(j  jest jednym wierszem macierzy Jacobiego )xJ( )(ˆ 1 kn  z 
poprzedniego ( 1n ) kroku iteracji. 

Widać, że tylko dwa pierwsze równania (3.158) i (3.159) uczestniczą w 
iteracyjnym procesie, podczas gdy w trzecim (3.160) obliczana jest nowa 
wartość macierzy )(kP  po osiągnięciu zbieżności w danym kroku czaso-
wym k . Można ponadto zauważyć na podstawie (3.159), że 0)1(ˆ  kx
, co wynika z rozwiązania w poprzednim kroku (3.156). Ostatecznie, łą-
cząc (3.156) i (3.158) otrzymujemy następujący algorytm. 

Algorytm 3.5. Rekursywny algorytm nieliniowej metody najmniejszych kwa-
dratów (RNLS) 

 1. Przyjąć warunki początkowe: )0(P  oraz )0(x̂ , a także 0k  (numer 
kroku czasowego). 

 2. Określić warunki początkowe dla danego kroku: 1 kk , 1n  (numer 
iteracji), a także: )1(ˆ)(ˆ 0  kk xx . 

 3. Obliczyć wektor wzmocnienia 
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 4. Skorygować wartość wektora estymat 
 )x(kxx )(ˆ)()(ˆˆ 11 khkykkk nn1-nn   +)()( . 

 3. Skorygować macierz korelacji błędów  

  )1()ˆ)()1(1)(  kkkkk Px(jkPP )(


. 

 6. Jeśli      )(ˆ)(ˆmax 1 kk nxxnabs  - przejść do 3, inaczej - przejść do 2, 
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gdzie   - maksymalna odchyłka do kontroli zbieżności procesu iteracyjnego; 
)x( )(ˆ 1 kh n  przedstawia model pomiarowy odniesiony do poprzedniego kroku 

iteracji. □ 

Wartość początkowa )0(P  w powyższym algorytmie może być przyjęta 
jak w algorytmie liniowym. Niekiedy algorytm może być słabo zbieżny 
przy źle dobranych wartościach początkowych i wówczas zaleca się stoso-
wać procedurę nierekursywną NLS do rozpoczęcia obliczeń [43]. 

3.5 Obserwatory stanu 

3.5.1 Stacjonarne obserwatory stanu 

Powyżej było pokazane, że wynik rekursywnego algorytmu zależy od 
wielkości wejściowych w danym kroku oraz od wyników wcześniejszych 
iteracji. Ogólny schemat takiego procesu jest określony przez równania 
zmiennych stanu (3.27), które w przypadku systemu wielowyjściowego 
mają następującą formę 
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 (3.161) 

gdzie: )(kx  - wektor zmiennych stanu, )(kA  - n n  macierz stanu, n  - 
liczba zmiennych stanu, )(kC - m n  macierz pomiarów, m  - liczba 
wyjść, )(ky  - wektor wejść. 

Identyfikacja procesu (3.161) sprowadza się do określenia wektora 
stanu )(kx . Układ, który pozwala odtworzyć wektor stanu (dokładnie – 
uzyskać estymatę )(ˆ kx  wektora )(kx ) na podstawie pomiaru wielkości 
wyjściowych określonych przez wektor )(ky  nazywa się obserwatorem 
stanu systemu (3.161) [20]. 

Problem projektowania obserwatora stanu, który śledzi rzeczywiste 
stany systemu w sposób asymptotyczny jest podstawowym zagadnie-
niem w teorii systemów sterowania. Zainteresowanie obserwatorami 
stanu w dziedzinie cyfrowego przetwarzania sygnałów wynika stąd, że 
zmienne stanu (3.161) mogą reprezentować poszukiwane składowe sy-
gnału, w szczególności składowe ortogonalne poszczególnych harmo-
nicznych. Tego typu obserwatory tworzą rekursywne algorytmy DPF i są 
nazywane obserwatorami widmowymi (ang. spectral observers) [14]. 

W zależności od charakteru parametrów równania stanu (3.161), 
można wyróżnić obserwatory stacjonarne (z parametrami niezależnymi 
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od czasu) oraz niestacjonarne (parametry obserwatora są funkcją czasu). 
Szczególnie interesujące są obserwatory stacjonarne, gdyż w odniesieniu 
do nich znane są proste procedury projektowe. W tym przypadku 

AA )(k , CC )(k  oraz: 

 
),()(

),()1(
kk

kk
Cxy

Axx



 (3.162) 

a obserwator systemu (3.162) ma następującą formę [22]: 

  )(ˆ)()(ˆ)1(ˆ kkkk xCyKxAx  , (3.163) 

gdzie: K  - macierz wzmocnienia. 

Można zauważyć, że stabilny obserwator (3.163) w kolejnych krokach 
redukuje różnicę pomiędzy obserwowanymi wielkościami rzeczywi-
stymi )(ky  oraz wielkościami określonymi przez model pomiarowy 

)(ˆ kxC . Struktura modelu systemu (reprezentowanego przez obserwo-
wany sygnał) oraz jego obserwator stanowy jest pokazana na rys. 3.24 (z 
dodanymi również zakłóceniami). 

W celu lepszej analizy dynamiki obserwatora (3.163) można go przed-
stawić w następującej postaci: 

 )()(ˆ)()1(ˆ kkk KyxKCAx  . (3.164) 

Macierz KCAΨ   w (3.164) określa właściwości obserwatora. Dys-
kretny obserwator stanu jest stabilny, gdy wartości własne macierzy Ψ  
leżą wewnątrz okręgu jednostkowego. W szczególności, położenie war-
tości własnych na płaszczyźnie zespolonej Z determinuje stan przej-
ściowy obserwatora. Jeśli wszystkie wartości własne macierzy Ψ  są 
równe zero, to taki układ jest nazywany obserwatorem dead-bead. Wów-
czas obserwator osiąga stan ustalony w najmniejszej liczbie kroków [22]. 
Jednakże taki obserwator jest bardzo czuły na błędy pomiarowe (zakłó-
cenia). Stąd też, położenie biegunów obserwatora powinno być wynikiem 
kompromisu pomiędzy szybkością ustalania się odpowiedzi oraz odpor-
nością na zakłócenia. 

W celu określenia procedury projektowania obserwatora rozpatruje 
się prosty lecz niezmiernie istotny z punktu widzenia rozważanych tu 
problemów przypadek systemu jednowyjściowego, gdy mierzony jest 
pojedynczy sygnał prądu lub napięcia. W tym przypadku, proces jest opi-
sany następującymi równaniami: 

 
),()(

),()1(
kky

kk
cx

Axx

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 (3.165) 
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a jego obserwator przybiera postać 

 )()(ˆ)()1(ˆ kykk kxkcAx  , (3.166) 

gdzie: k  jest wektorem wzmocnienia. 

Macierze modelu sygnałowego (3.165) stosowanego w charakterze 
DPF mają następującą strukturę (porównaj (3.26)-(3.32)): 

     



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

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
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,  ap ccccc ...21 , (3.167) 

gdzie, w przypadku jednostajnego próbkowania: 








 


)cos()sin(
)sin()cos(

aiai
aiai

iA , i p1 2, ,..,  - macierz stanu reprezentująca i -tą 

harmoniczną, Na /2 ,  01ic ,  i p1 2, ,..,  - wektor pomiarów 

związany z i -tą harmoniczną, aa cA ,  - wielkości związane z odwzorowa-

nie składowej aperiodycznej. Konkretna ich postać zależy od sposobu re-
prezentacji (modelowania) składowej aperiodycznej, na przykład: 

 1aA ,  1ac  - dla najprostszego przypadku oraz: 

z-1
y(k)

v(k)
C(k)

A(k)

x(k)x(k+1)w(k)

z-1 C(k)

A(k)

K(k)

model
systemu

obserwator

)(ˆ ky
)(ˆ kx

)1(ˆ kx

 

Rys. 3.24. Struktura systemu wraz z obserwatorem 
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aa

aA ,  001ac , 

gdy zanikająca składowa stała jest przedstawiana funkcją określoną przez 
pierwsze trzy wyrazy rozwinięcia funkcji wykładniczej w szereg Taylora 
(3.23) 
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2
321

akXakXkX
akXakXXA

aaa
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a


e
 (3.168) 

Wektor stanu )(kx  przybiera wówczas adekwatną strukturę 

  Tap kkkkk )()(...)()()( 21 xxxxx  , (3.169) 

gdzie:  )()()( kXkXk isici x ,  i p1 2, ,..,  - wektor stanu reprezentujący 

i -tą harmoniczną,  ...)()()( 21 kXkXk aaa x , - wektor współczynni-

ków modelu składowej aperiodycznej. 

Projektowanie obserwatora stanu systemu (3.165) polega na określe-
niu takiego wektora wzmocnienia k , który zapewnia określone wartości 
własne macierzy Ψ . Powszechnie stosowane metody korzystają z prze-
kształcenia macierzy równań (3.165) do kanonicznej postaci Frobeniusa 
[20], [22] lub dwudiagonalnej [33]. To ostanie przekształcenie jest osią-
gane przez wykonanie następującego algorytmu. 

Algorytm 3.6. Projektowanie obserwatora stanu systemu stacjonarnego 
przez określenie wartości własnych macierzy Ψ . 

 1. Określić żądane wartości własne macierzy Ψ  ),...,,( 21 nsss , n  - rząd roz-
patrywanego modelu. Należy pamiętać, że w zbiorze biegunów macierzy 
(wartości własnych) bieguny zespolone występują w parach wzajemnie 
sprzężonych wartości. 

 2. Określić następującą macierz transformacji T: 

 TntttT ...21  
przez zastosowanie formuły rekurencyjnej: 

ct 1 , 
 IAtt kkk s1 , 1...,,2,1  nk . 

 3. Obliczyć wektor b  o następującej formie: 
 nnn bbbb 121

1 .. 
  ATtb . 
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 4. Wektor wzmocnienia 1k  postaci dwudiagonalnej, której macierz przejść 

111 ckAΨ   ma żądane wartości własne jest określony następująco: 

 Tn ..211 k , 
gdzie 

ii b , 1...,,2,1  ni , 

nnn sb  . 
 5. Określić drugą macierz transformacji 1T  o postaci: 
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gdzie: 
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Dowodzi się, że macierze T  oraz 1T  są nieosobliwe, a para ),( cA  jest 
obserwowalna [33]. Są one następnie użyte do przekształcenia oryginalnego sys-
temu (3.165) oraz obserwatora (3.166) do dwudiagonalnej obserwatorowej formy 

),( 11 cA . 
 6. Przekształcić otrzymany wektor 1k  do formy pierwotnego systemu: 

 11
1 kTTk  . □ 

Należy podkreślić, że powyższa procedura jest wykonywana na etapie 
projektowania obserwatora, przed rozpoczęciem pomiarów. Algorytm 
3.6 może być łatwo rozszerzony na przypadek układu wielowymiaro-
wego [34]. 

Charakterystyki częstotliwościowe obserwatorów stanu mogą być 
analizowane w oparciu o ich funkcje przejścia. Funkcja przejścia układu 
(3.164) może być uzyskana przez zastosowanie transformaty Z 

   )()(ˆ)(ˆ zyzzz kxkcAx   (3.170) 
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oraz 
 )()()(ˆ zyzz hx  , (3.171) 

gdzie: 

 kkcA1hh
1

' )()()(
'

'



 



  a

ez aj
zj 


 je , (3.172) 

1  - nn  macierz jednostkowa, n  - rząd systemu, 1
' /  . 

Wektor )( 'jh  zawiera funkcje przejścia poszczególnych estymowanych 
parametrów 

  Tasc HHH )(...)()()( ''
1

'
1

'  jjjj h , (3.173) 

zgodnie z modelem sygnałowym. 

Przykład 3.3. Zaprojektować i zbadać obserwator stanu systemu reprezen-
towanego przez model sygnałowy w postaci sumy pierwszej i 
trzeciej harmonicznej oraz składowej stałej. Sygnał jest prób-
kowany z częstotliwością 1000 Hz ( N =20 próbek w okresie 
podstawowej harmonicznej). 

Model sygnałowy jest określony równaniami (3.165), gdzie 
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)3cos()3sin(
)3sin()3cos(

)cos()sin(
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aa
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A

,   10101c  

oraz  1 1 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
c s c s ak x k x k x k x k x kx . 

Zakłada się, że poszukiwany jest obserwator z następującymi wartościami wła-
snymi macierzy kcAΨ  : 5,02,1 s , 05,05,04,3 js , 7,05 s . 

Postępując zgodnie z przytoczonym algorytmem otrzymuje się 
1 0 1 0 1

0,451 0,309 0,088 0,809 0,5
0,108 0,279 0,647 0,142 0,25

0,037 0,005 0,159 0,014 0,172 0,032 0,511 0,007 0,125 0,013
0,066 0,061 0,397 0,183 0,063

j j

 
   
    
 
        
   

T , 

 0,099 0,523 1,206 j0,083 1,656 2,078   b ,

 1 0,099 0,523 1, 206 j0,083 1,656 1,378 T   k , 

a następnie, 
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

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


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jjj

jT . 

Ostatecznie, wyrazy wektora wzmocnienia przyjmują następujące wartości 

 1
1 1 0, 481 0,164 0,662 0,092 0, 235 T   k T T k . 

Odpowiedź czasowa na harmoniczne wymuszenie )sin()( akky   jest pokazana 
na rys. 3.25. Można zauważyć, że stan przejściowy trwa około połowy okresu 
podstawowej harmonicznej. Charakterystyki częstotliwościowe estymatorów 
składowych ortogonalnych są pokazane na rys. 3.26. 

Obserwator dead-beat tego systemu ( 051 s ) ma następujący wektor wzmocnienia 

 6, 463 12,685 1,851 0, 293 12,391 T    k . 

Jego odpowiedź czasowa jest prezentowana na rys. 3.27. Estymator ma bardzo 
szybką odpowiedź lecz jest niezmiernie czuły na szumy i składowe sygnału, 
które nie są reprezentowane w modelu. □ 

Przedstawiona procedura pozwala uzyskać stabilny obserwator, ale 
nie ma w niej możliwości uwzględnienia postulowanych właściwości ob-
serwatora, jako układu przetwarzania sygnałów. W tym stosunkowo pro-
stym algorytmie nie są odzwierciedlone relacje pomiędzy właściwo-
ściami dynamicznymi i widmowymi obserwatora, a położeniem jego bie-
gunów. W ogólnym przypadku, lokalizacja biegunów obserwatora w po-
bliżu zera układu współrzędnych płaszczyzny Z daje w efekcie skrócenie 
stanu przejściowego, co z kolei pogarsza właściwości częstotliwościowe 
obserwatora. I odwrotnie: większy moduł wartości własnych prowadzi 
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Rys. 3.25. Odpowiedź obserwatora 
 stacjonarnego 
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Rys.3.26. Charakterystyka 
częstotliwościowa obserwatora 
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do wydłużenia stanu dynamicz-
nego i zmniejszenia wrażliwości na 
szumy. Projektowanie obserwato-
rów stanu do rozpatrywanego tu 
zastosowania wymaga przyjęcia 
pewnego kompromisu pomiędzy 
dwoma przeciwstawnymi żąda-
niami. Właściwy wybór może być 
dokonany na drodze kolejnych 
przybliżeń lub przez zastosowanie 
bardziej zaawansowanych proce-
dur. 

Jedno z takich podejść polega na 
wprowadzeniu współczynników 

wagowych, których wartości odzwierciedlają posiadaną wiedzę o wiary-
godności zakładanego modelu sygnałowego oraz modelu obserwowa-
nego procesu [25]. Warunek optymalności projektowanego obserwatora 
jest tu osiągnięty w minimalnym punkcie następującej funkcji kryterialnej 

  





0

)()()(ˆ)(ˆ
k

TT kkkkS RyyxQx  (3.174) 

względem wektora wzmocnienia k , 

gdzie: RQ,  są odpowiednimi symetrycznymi macierzami wagowymi 
określającymi właściwości modelu systemu ( Q ) oraz modelu pomiaro-
wego ( R ). 

Wektor wzmocnienia k , który minimalizuje funkcję (3.174) jest okre-
ślony następująco [25]: 

 1][  TT cPcRAPCk , (3.175) 

gdzie: P  jest stabilnym ustalonym rozwiązaniem równania Riccati 

 TTTT kkkkk AcPccPRcAPQAAPP )(])([)()()1( 1 . (3.176) 

Równanie (3.176) może być rozwiązane metodą prostej iteracji (w cha-
rakterze )0(P  można założyć diagonalną macierz z małymi wartościami 
na przekątnej) lub za pomocą standardowej metody numerycznej [22]. 
Należy zauważyć, że R  jest skalarem w przypadku systemu jednowyj-
ściowego. Macierze Q  oraz R  mają bezpośrednie analogie w macierzach 
kowariancji zakłóceń stanu i pomiarów w probabilistycznych modelach 
zmiennych stanu, gdzie estymator przyjmuje postać filtru Kalmana. 
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Rys. 3.27. Odpowiedź obserwatora 
 dead-beat 
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Macierze Q  oraz R  w rozpatrywanym algorytmie projektowania ob-
serwatora stanu są formułowane na podstawie następujących ogólnych 
zasad projektowych: 

- im większe są wyrazy macierzy Q  w porównaniu z elementami ma-
cierzy R , tym szybsza będzie odpowiedź algorytmu – i odwrotnie; 

- Q  oraz R  są zazwyczaj macierzami diagonalnymi; 
- wartość współczynników wagowych w macierzy Q  powinna być 

proporcjonalna do ważności odpowiadających im składowych sygnału 
(w modelu sygnałowym najważniejsze są estymowane wielkości). 

Przykład 3.4. Stosując metodę macierzy wagowych zaprojektować obser-
wator stanu systemu określonego przez model sygnałowy 
złożony z pierwszej, drugiej i piątej harmonicznej oraz skła-
dowej stałej. Założyć, że sygnał wyjściowy jest próbkowany z 
częstotliwością 1000 Hz ( N =20). 

Przyjmuje się, że macierze wagowe mają następujące wartości:  
 2112255diagQ , 100R . 

Macierz P  jest określona zgodnie z  (3.176), co przy 1P )0(  daje 
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68,2326,164,026,467,108,1448,2
26,198,1429,009,182,173,084,2

64,029,079,1524,025,120,055,1
26,409,124,066,2825,122,088,12
67,182,125,125,135,2692,683,3
08,1473,020,022,092,694,5262,7
48,284,255,188,1283,362,751,47

P

. 
Wektor wzmocnienia przyjmuje zatem następującą wartość: 

 T100,0094,0030,0008,0140,0003,0221,0 k . 
Charakterystyki częstotliwościowe estymatorów pierwszej, drugiej i piątej har-
monicznej są prezentowane na rys. 3.28. □ 
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3.5.2 Niestacjonarne obserwatory stanu 

Można zauważyć, że sygnał wyjściowy widmowego niestacjonarnego ob-
serwatora stanu (rys. 3.25) jest utworzony przez parę sygnałów ortogo-
nalnych o odpowiedniej częstotliwości. Sygnały te mają podobną formę 
jak odpowiedzi algorytmów nierekursywnych z niestacjonarnym oknem 
pomiarowym. Jest to wynik przyjętej zmiennej w czasie macierzy stanu 
A  (3.167).  

W przypadku niestacjonarnego modelu sygnałowego (3.27), macierz 
stanu A  jest macierzą jednostkową, a zmienne stanu (które odwzorowują 
odpowiednie składowe sygnału) osiągają stałe wartości, gdy model sy-
gnałowy jest zgodny z wymuszeniem. 

W ogólnym przypadku, model takiego jednowyjściowego systemu ma 
następującą formę 
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 (3.177) 

przy czym: 

Rys. 3.28. Charakterystyki częstotli-
wościowe obserwatora 
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A ,  )()(...)()()( 21 kkkkk ap ccccc  , (3.178) 

a macierz pomiarów )(kc  jest utworzona z następujących elementów: 

 )sin()cos()( iakiakki c ,  i p1 2, ,..,  - wektor pomiarów odpowia-

dający i -tej harmonicznej, 

)(kac  - wektor odpowiadający modelowi składowej stałej lub składowej 

aperiodycznej. Jego postać zależy od  przyjętego modelu tej komponenty, 
na przykład, 

 1)(  aa k cc  - dla najprostszego przypadku oraz 

 2)(1)( akakka c , 

gdy składowa zanikająca jest reprezentowana trzema wyrazami rozkładu 
funkcji wykładniczej w szereg Taylora (3.16). 

Obserwator stanu systemu (3.177) jest określony równaniem: 

  )(ˆ)()()()(ˆ)1(ˆ kkkykkk xckxAx  . (3.179) 

Wektor wzmocnienia )(kk  obserwatora (3.179) jest zmienny w czasie 
i w ogólnym przypadku wartości własne macierzy )()()( kkk ckAΨ   
nie określają warunków zbieżności obserwatora. Można jednak zauwa-
żyć, że dla 1A   obserwator (3.179) ma taką samą strukturę jak estymator 
RLS, a macierz )(kk  można określić na podstawie Algorytmu 3.3. Jego 
nieznaczna modyfikacja pozwala programować właściwości projektowa-
nego obserwatora [4]. 

Inny sposób syntezy widmowego niestacjonarnego obserwatora stanu 
polega na transformacji systemu (3.177) do postaci układu niezmiennego 
w czasie. Macierz wzmocnienia postulowanego obserwatora jest naj-
pierw definiowana w odniesieniu do obserwatora stacjonarnego, a postać 
ostateczna jest otrzymywana w wyniku odwrotnej transformacji do sys-
temu niestacjonarnego. Model inwariantnego systemu (3.165) może być 
przetransformowany do równoważnego modelu z zależnością od czasu 
(3.177) za pomocą takiej macierzy przekształceń )(kM , że: 
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 )()( kk sns Mcc  , (3.180) 

gdzie: )()( kkns cc   - wektor pomiarów systemu niestacjonarnego 

(3.177), cc s  - wektor pomiarów systemu inwariantnego względem 

czasu (3.165). 

Macierz transformacyjna M( )k  powinna spełniać zależność (3.180) w 
każdym kroku k  0 1, ,.. . Podstawienie (3.177) do równania pomiaro-
wego niestacjonarnego systemu (3.170) prowadzi do 

 )()()( kkkky sns cx)xcM(  , (3.181) 

gdzie: 

 )()( kkk sns x)xM(   (3.182) 

jest relacją pomiędzy zmiennymi stanu systemu niestacjonarnego ( )(knsx
) i stacjonarnego ( )(ksx ). 

Przez podstawienie zależności (3.182) do pierwszego równania w 
(3.177) otrzymuje się następujące związki (zakłada się, że macierz M( )k  
jest nieosobliwa dla każdego k ) 

 )()1(1 kk sns MAMA   , (3.183) 

 )()1( 1 kk nss
 MAMA , (3.184) 

gdzie: A ns  - macierz stanu systemu niestacjonarnego (3.177), A s  - macie 
stanu systemu stacjonarnego (3.165). 

Stosując powyższe zależności w odniesieniu do obserwatora stanu 
(3.166) otrzymuje się 

 kMkMk )1()1()( 11   kkk sns , (3.185) 

gdzie )(knsk  jest wektorem wzmocnienia obserwatora niestacjonarnego. 

Macierz transformacji M( )k  można otrzymać bezpośrednio z (3.183) 

 1)()1(  nss kk AMAM . (3.186) 

W rozpatrywanym przypadku 1A ns , a więc: 

 )()1( kk sMAM  , (3.187) 

z 1M )0( . 
Ostatecznie można sformułować następujący algorytm. 
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Algorytm 3.7. Synteza wektora wzmocnienia niestacjonarnego obserwatora 
stanu. 

 1. Dla danego niestacjonarnego modelu systemu określić model stacjo-
narny i macierz )(kM transformacji do systemu stacjonarnego. 

 2. Określić wektor wzmocnienia obserwatora systemu stacjonarnego (Al-
gorytm 3.6). 

 3. Obliczyć wektor wzmocnienia obserwatora niestacjonarnego zgodnie z 
procedurą (3.185). □ 

Należy zauważyć, że powyższy algorytm nie jest tak prosty w zasto-
sowaniu do obserwatora dowolnego systemu niestacjonarnego. W rozpa-
trywanym zastosowaniu korzysta się z oczywistej symetrii pomiędzy sys-
temem stacjonarnym a niestacjonarnym. 

Przykład 3.5. Zaprojektować i zbadać obserwator widmowy 5-stanowego 
systemu z modelem pierwszej i trzeciej harmonicznej oraz 
składowej stałej. 

Jest to zadanie podobne jak w Przykładzie 3.4, z tym, że wektor pomiarów jest 
tym razem zmienny w czasie: )(kcc  . Model systemu jest opisany zależno-
ściami (3.177) gdzie: 

1A ns  )55(  ,  1)3sin()3cos()sin()cos()( akakakakk c . 
Odpowiedni model systemu stacjonarnego jest taki jak w Przykładzie 3.4. 
Macierz transformacji )(kM  pomiędzy oboma systemami jest określona przez 
(3.187) 

)()1( kk sMAM   
i łatwo można sprawdzić, że przybiera ona następującą postać 
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Dla lepszego porównania obu rozpatrywanych obserwatorów: stacjonarnego i 
niestacjonarnego przyjmuje się, że macierz Ψ  modelu niestacjonarnego jest taka 
sama jak w Przykładzie 3.4. Wektor wzmocnienia obserwatora systemu niesta-
cjonarnego można otrzymać przez użycie transformacji (3.185) z wektorem 
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wzmocnienia k  jak w Przykładzie 3.4. Uzyskany wektor )()( kkns kk   ma 
zmienne w czasie wyrazy, co pokazuje rys 3.29. 
Pary współczynników wzmocnienia dla odpowiednich harmonicznych mają 
formę ortogonalnych funkcji sinusoidalnych o częstotliwości przyjętej w modelu 
sygnałowym. Współczynnik wzmocnienia składowej stałej ma wartość stałą. W 
tym przypadku jest to ta sama wartość co w obserwatorze stacjonarnym. Różnice 
wystąpią gdy model składowej zanikającej zostanie odpowiednio rozbudowany. 
Odpowiedź czasowa obserwatora na wymuszenie harmoniczne jak w Przykła-
dzie 3.4 jest pokazana na rys. 3.30. W stanie ustalonym estymaty składowych or-
togonalnych (dwa pierwsze elementy wektora stanu) mają stałą wartość. Porów-
nując przebiegi na rys. 3.25 i rys. 3.30 widać, że uzyskane estymaty różnią się 
tylko sposobem ich reprezentacji. □ 

3.6 Filtracja Kalmana 

Analizowane powyżej algorytmy wywodzą się z kryterium najmniej-
szych kwadratów (3.88). Przedmiotem minimalizacji jest tam suma kwa-
dratów różnic pomiędzy przyjętym modelem i rzeczywistymi próbkami 
sygnału. W przypadku, gdy obserwowany proces można przedstawić 
modelem stochastycznym, rozsądnie jest formułować kryterium naj-
mniejszych kwadratów w odniesieniu do wartości oczekiwanej błędu es-
tymacji. Wartość oczekiwana kwadratu błędu estymacji jest wariancją i 
stąd nazwa tego typu algorytmu: estymator minimalnowariancyjny (ang. 
mean-square error – MSE). Rozpatrywane kryterium odnosi się do sygna-
łów obserwowanych na wyjściu procesu stochastycznego, a zatem, po-
winny być znane odpowiednie charakterystyki tego procesu. 
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 Rys. 3.29. Współczynniki wzmocnienia 
obserwatora niestacjonarnego 
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Rys. 3.30. Odpowiedź obserwatora  
niestacjonarnego 
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3.6.1 Liniowy filtr Kalmana 

Model sygnałowy jest tu przedstawiany w postaci równań: 

 ),()()()(
),()()()1(

kkkk
kkkk

vxCy
wxAx




 (3.188) 

gdzie: )(ky  - wektor próbek sygnałów wejściowych, )(kw  – losowy wek-
tor zakłóceń stanu )(kv  - losowy wektor zakłóceń pomiarowych. 

Zakłada się, że (3.188) przedstawia proces losowy z losowym wekto-
rem stanu )(kx  oraz nielosowymi macierzami )(kA  i )(kC  o odpowied-
nich rozmiarach. Celem estymacji jest określenie wektora estymat )(ˆ kx , 
który jest przybliżeniem wektora stanu )(kx . Kryterium minimalnej wa-
riancji błędów estymacji jest określone jako minimum następującej funkcji 
[1], [2]: 

    TkkkkEk )(ˆ)()(ˆ)()( xxxxP  , (3.189) 

gdzie: E  jest operatorem wartości oczekiwanej (średniej). 

Warto zauważyć, że )(kP  jest macierzą kowariancji błędów estymacji. 
Probabilistyczne charakterystyki modelu (3.188) są wyznaczone przez 

macierze kowariancji zakłóceń stanu i pomiarów, które są określone na-
stępująco: 
 - macierz kowariancji zakłóceń stanu: 
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 - macierz kowariancji zakłóceń pomiarowych: 
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Do wyprowadzenia odpowiedniego estymatora zgodnie z kryterium 
(3.189) przyjmuje się następujące założenia odnośnie do systemu (3.188): 

- poszukiwany estymator jest nieobciążony 

   )()(ˆ kkE xx  ,  (3.192) 

- błędy stanu i pomiarów są nieskorelowane 

   0)()( kkE Twv ,  (3.193) 

- błędy estymacji są niezależne od pomiarów 
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    0)()(ˆ)(  kkkE Tvxx , (3.194) 

co oznacza, że wektor )(ˆ kx  zależy w sposób losowy od obserwacji do 
kroku 1k . 

Szczegółowe wyprowadzenie estymatora można znaleźć w literaturze 
specjalistycznej [1], [2]. Uzyskany algorytm nosi nazwę filtru Kalmana i 
w ogólnej strukturze jest podobny do algorytmu RLS. Szkic wyprowa-
dzenia jest następujący. 

- Zakładając, że znana jest estymata )1(ˆ kx  w kroku 1k , dokonywana 
jest jej ocena (ekstrapolacja) w bieżącym kroku k : 

 )1(ˆ)1()(~  kkk xAx . (3.195) 

- Znając pomiary w bieżącym kroku można w odniesieniu do (3.188) za-
stosować Algorytm 3.1, przy czym, w miejsce rozwiązania z poprzed-
niego kroku ( )1(ˆ kx ) korzysta się z oszacowania ekstrapolacyjnego 
(3.195): 

  )(~)()()()()(~)(ˆ kkkkkkk xACyKxx  , (3.196) 

gdzie macierz wzmocnienia )(kK  jest określona następującym równa-
niem 

   1)()()(~)()()(~)( 
 kkkkkkk TT RCPCCPK , (3.197) 

przy czym: 

 )1()1()1()1()(~  kkkkk T QAPAP  (3.198) 

oraz 

 )(~)()()(~)( kkkkk PCKPP  . (3.199) 

Macierz 
~( )P k 1  w (3.198) może być interpretowana jako macierz kowa-

riancji błędów ekstrapolatora (3.195). 

Zależności (3.195), (3.196) można połączyć, co prowadzi do równania 
o postaci, w której zazwyczaj jest stosowany filtr Kalmana (Kalmana-
Bucy’ego) 

  )1(ˆ)()()()()1(ˆ)1()(ˆ  kkkkkkkk xACyKxAx , (3.200) 

gdzie macierz wzmocnienia jest określona przez (3.197)- (3.199). 

Do rozpoczęcia obliczeń należy określić wartości początkowe )0(x̂  
oraz )0(P . Ponieważ )(kP  jest macierzą kowariancji estymatora )(ˆ kx , 
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więc uzasadnione jest przyjęcie określonej wartości )0(x̂  i wówczas )0(P  
jest miarą zaufania co do przyjętej wartości )0(x̂  [38]. Jeśli brak jest jakiej-
kolwiek informacji a priori o śledzonym procesie, wówczas na ogół przyj-
muje się 

 0)0(ˆ x ,  1P )0( , (3.201) 

gdzie:   jest „dużą” liczbą.  

Należy przy tym zauważyć, że jeśli macierz )0(P  jest określona przez 
małe liczby, to macierz wzmocnienia )(kK  będzie mała w kolejnych kro-
kach i estymaty )(ˆ kx  będą niewiele odbiegać od )0(x̂ . Z drugiej strony, 
jeśli )0(P  ma duże wartości, to )(ˆ kx  szybko się zmienia w odniesieniu do 

)0(x̂ , co zwykle objawia się w postaci dużego przeregulowania na po-
czątku estymacji. 

Istotną cechą zastosowania filtru Kalmana do estymacji sygnałów na 
bieżąco jest fakt, że wzmocnienie filtru )(kK  nie zależy od pomiarów, co 
sprawia, że wektor ten może być określony przed rozpoczęciem obliczeń. 
Ostatecznie można więc podać następujący algorytm projektowania filtru 
Kalmana i zastosowania go do estymacji sygnału. 

Algorytm 3.8. Synteza filtru Kalmana do estymacji sygnału. 
 1. Określić model sygnałowy procesu (3.188) oraz jego charakterystyki 

probabilistyczne: )(kQ  oraz )(kR . Macierze )(kA  i )(kC  są określane 
według tych samych zasad co w przypadku obserwatorów systemów de-
terministycznych. 

 2. Określić macierz wzmocnienia )(kK  estymatora. W tym celu należy 
przyjąć wartość początkową macierzy kowariancji )0(P , a następnie wy-
konać obliczenia korzystając kolejno z równań: (3.198) – (3.197) – (3.199) 
dla następujących po sobie kroków k . Należy przy tym przestrzegać za-
sad „poprawności” numerycznej, co oznacza, że w miejsce odwracania 
macierzy w (3.197) trzeba raczej stosować jedną z metod rozwiązywania 
równania 

  )()(~)()()()(~)( kkkkkkk TT CPKRCPC   
względem )(kK . Z uwagi na problemy numeryczne konieczna może być 
również kontrola symetrii macierzy )(kP  oraz )(~ kP  i ich ewentualna korek-
cja. 

 3. Przyjąć wartość początkową )0(x̂  i prowadzić estymację obserwowa-
nych mierzonych wielkości na podstawie pomiarów )(ky  i obliczonej wcze-
śniej macierzy )(kK  zgodnie z (3.200). □ 
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W przypadku zabezpieczeń cyfrowych, filtr Kalmana jest stosowany 
do estymacji parametrów sygnałów, którymi najczęściej są składowe or-
togonalne prądu lub napięcia. Właściwe projektowanie filtru wymaga 
znajomości charakterystyk zakłóceń procesu i pomiaru, które gwałtownie 
zmieniają się w chwili wystąpienia zwarcia. Stąd też, wzmocnienie filtru 
jest zasadniczo różne dla stanu normalnej pracy systemu i dla stanu zwar-
cia. Dlatego, do rozważanych zastosowań filtr Kalmana jest projekto-
wany z myślą o estymacji sygnałów po wystąpieniu zwarcia w nadzoro-
wanym systemie [10], [25]. Filtr jest uruchamiany przez człon detekcji wy-
stąpienia zakłócenia, które może być rozpatrywane jako zwarcie, a okres 
jego pracy jest stosunkowo krótki – do podjęcia decyzji przez zabezpie-
czenie. 

Struktura modelu sygnałowego, który jest podstawą algorytmu filtru 
Kalmana jest bardzo podobna do modelu stosowanego w obserwatorze 
stanu. Różnica dotyczy sposobu rozumienia zmiennych modelu. W przy-
padku modelu dwustanowego 
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zmienne )(1 kx  oraz )(2 kx  są rozpatrywane jako parametry procesu sto-
chastycznego, które są powiązane z mierzonym sygnałem losowym )(ky  
zgodnie z następującą zależnością deterministyczną (3.25): 

  sin)(cos)()( 21 kxkxky  , (3.203) 

gdzie: 
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oraz 

 )()( 2
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1 kxkxX  , 

)(
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1

2

kx
kxarctan . (3.205) 

Można pokazać [8], że jeśli amplituda X  jest zmienną losową o roz-
kładzie Rayleigha*, a faza   jest także zmienną losową o rozkładzie 

 
* Zależność tę zwykle definiuje się odwrotnie: jeśli 1x  oraz 2x  są niezależnymi 

zmiennymi o rozkładzie Gaussa i zerowej wartości średniej, to funkcja 
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jednostajnym, to składowe x k1( )  oraz x k2 ( )  w (3.202) są niezależnymi 
zmiennymi o rozkładzie Gaussa z zerową wartością oczekiwaną i jed-
nostkową wariancją. Ponadto, jeśli można przyjąć, że zakłócenia procesu 
i pomiaru mają charakter białego szumu (jednakowa gęstość prawdopo-
dobieństwa dla dowolnej częstotliwości.), to estymator Kalmana jest op-
tymalny [9]. W praktyce, obserwowany proces nie spełnia tych idealnych 
założeń. Na przykład, w rzeczywistym procesie zakłócenia mają ograni-
czone widmo i nie mogą być rozpatrywane jako szum biały [11], [44]. Po-
mimo tego filtr Kalmana jest z powodzeniem stosowany, chociaż nie zaw-
sze jest estymatorem optymalnym [10], [19]. 

Projektując filtr Kalmana należy pamiętać, że składowe nie ujęte w mo-
delu sygnału użytecznego trzeba rozpatrywać jako zakłócenia. Pozwala 
to zredukować model sygnałowy do niezbędnych składowych, traktując 
pozostałe składniki jako zakłócenia. W ten sposób, w przeciwieństwie do 
liniowych filtrów deterministycznych, estymator Kalmana jest przetwor-
nikiem o zmiennym w czasie wzmocnieniu, a jego celem jest separacja 
zakłóceń w możliwie najkrótszym czasie od jego zainicjowania [13]. W 
niektórych zastosowaniach (na przykład, w zabezpieczeniu transforma-
tora) estymacji podlega kilka harmonicznych sygnału, które nie mogą być 
wówczas traktowane jako szum. Wówczas model sygnałowy jest odpo-
wiednio rozbudowany, jak w przypadku deterministycznego obserwa-
tora stanu [25]. 

Poprawny projekt filtru Kalmana powinien być poprzedzony do-
kładną analizą charakterystyk probabilistycznych nadzorowanego pro-
cesu oraz określeniem najlepszych parametrów początkowych estymacji. 
W tych badaniach należy także uwzględnić stosowaną częstotliwość 
próbkowania sygnału oraz właściwości analogowego filtru odcinającego 
[11], [29]. Użycie przypadkowych, uogólnionych charakterystyk procesu 
zazwyczaj nie prowadzi do uzyskania bardzo dobrych, optymalnych 
cech estymatora. Taki ogólny filtr będzie po prostu obserwatorem stanu 
z charakterystyką zależną od czasu. 

Przykład 3.6. Zaprojektować i zbadać filtr Kalmana do celów zabezpiecze-
nia odległościowego linii. Założyć, że sygnały ciągłe są prób-
kowane 20N  razy w okresie składowej podstawowej. 

 
2
2

2
1 xxy  ma rozkład Rayleigha, którego gęstość jest określona równaniem: 









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2 2
exp)(


yyyf . 
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Sygnały prądu i napięcia są zazwyczaj przedstawiane różnymi modelami: napię-
cie modelem dwustanowym, który reprezentuje składowe ortogonalne podsta-
wowej harmonicznej, a prąd – modelem trójstanowym, w którym jest także 
uwzględniona składowa aperiodyczna. To odzwierciedla fakt, że w stanie przej-
ściowym zakłócenia w przebiegu napięcia można uważać za szum biały, nato-
miast w przebiegu prądu istotnym zakłóceniem może być zanikająca składowa 
stała, której charakter zależy od parametrów obwodu i momentu wystąpienia 
zwarcia. 
Zakłada się, że sygnał napięcia jest reprezentowany modelem o strukturze, jak w 
(3.202). Macierz kowariancji błędów procesu )(kQ  można przyjąć równą zero, 
co jest uzasadnione jeśli pominie się w rozważaniach problem zmiany częstotli-
wości sygnału. Macierz kowariancji błędów pomiaru )(kR  (w tym przypadku 
jest to pojedyncza wartość skalarna) może być określona na podstawie następu-
jącego oszacowania [12]  

)(22)()( FF T
ka

v
T
kT

vkRk 


 eeR , 
gdzie: v  - odchylenie standardowe napięcia, TTa /21   , T – okres prób-
kowania, 

)(2 1

1

F
F RdR

dLT



, 

d  - długość zabezpieczanej linii, 1L , 1R  - odpowiednio indukcyjność i rezystan-
cja jednostkowa linii dla składowej zgodnej, FR  - przewidywana rezystancja 
zwarcia. 
W modelu sygnału prądowego uwzględniona jest także składowa aperiodyczna 
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Macierze kowariancji błędów są określone następująco 
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gdzie: )(kqa  - wariancja błędu odwzorowania składowej aperiodycznej, i  - 
standardowe odchylenie prądu. 
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W rozpatrywanym przypadku można przyjąć następujące parametry modelu: 

v =0,1, i =0,2, 20N , 03,0/ FTT  oraz 

FT
kT

a kq


 e01,0)( , 
dla podstawowej harmonicznej prądu i napięcia przy częstotliwości 501 f Hz. 
Wektor wzmocnienia jest obliczany zgodnie z (3.197), gdzie macierze kowarian-
cji błędów przyjmują następujące wartości 
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~P  - dla prądu. 

Przebiegi otrzymanych współczynników wzmocnienia są pokazane na rys. 3.31. 
Można zauważyć, że współczynniki wzmocnienia estymatorów składowych or-
togonalnych z czasem dążą do zera. Jest to zgodne z założeniem, że zaburzenie 
ma charakter przejściowy, a kształt przebiegów prądów i napięć zmierza z cza-
sem do formy sinusoidalnej o częstotliwości podstawowej.  
Do badania właściwości uzyskanych estymatorów wykorzystano model z Przy-
kładu 1.1 (rys. 1.3). W modelu uwzględnione zostały elementy toru pomiaro-
wego, takie jak: przekładniki prądu i napięcia oraz dolnoprzepustowy filtr 
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Rys. 3.31. Przebieg współczynników 
wzmocnienia filtru Kalmana do 

 estymacji napięcia (a) oraz prądu (b)

Rys. 3.32. Przebieg napięcia (a) oraz 
prądu (b) podczas zwarcia L1-E 
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analogowy o częstotliwości  odcięcia 400 Hz. Sygnały prądu i napięcia są prób-
kowane z częstotliwością 1000 Hz ( 20N  próbek w okresie). Przebiegi prądu i 
napięcia dla zwarcia fazy L1 z ziemią przez rezystancję zwarcia  1FR  bezpo-
średnio za przekładnikami pomiarowymi w stacji A są pokazane na rys. 3.32. 
Estymaty składowych ortogonalnych i amplitudy prądu oraz napięcia zwartej 
fazy są pokazane na rys. 3.33. Można zauważyć, że estymaty napięcia są znacznie 
odkształcone w przedziale mniej więcej jednego okresu po wystąpieniu zakłóce-
nia. Jest to związane ze stanem przejściowym w pojemnościowym przekładniku 
bezpośrednio po gwałtownym obniżeniu się napięcia po zwarciu (rys. 3.32), co 
nie zostało odzwierciedlone w modelu napięcia. Błąd ten może być ograniczone 
przez odpowiednie uzupełnienie modelu procesu generacji napięcia lub przez 
zastosowanie korekcji dynamicznej pojemnościowego przekładnika napięcio-
wego [16]. □ 

3.6.2 Rozszerzony filtr Kalmana 

Filtr Kalmana jest bardzo wygodnym i efektywnym niestacjonarnym es-
tymatorem parametrów systemu liniowego i dlatego znalazł on szerokie 
zastosowanie w teorii regulacji, identyfikacji systemów oraz do przetwa-
rzania sygnałów. Sprawia to, że odpowiednie modyfikacje tego algo-
rytmu stosuje się także w odniesieniu do systemów nieliniowych [1]. W 
celu syntezy odpowiedniego algorytmu rozpatruje się system opisany na-
stępującym modelem nieliniowym: 
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gdzie: )(kw , )(kv  są, podobnie jak w (3.188), nieskorelowanymi wekto-
rami losowych szumów gaussowskich o zerowej wartości oczekiwanej o 
intensywności określonej przez macierze kowariancji, odpowiednio 

)(kQ  oraz )(kR . 

Istnieje wiele sposobów linearyzacji równań (3.206), które dają możli-
wość estymacji wektora stanu )(kx  za pomocą zmodyfikowanego algo-
rytmu, który nosi nazwę Rozszerzonego Filtru Kalmana (RFK) (ang. Exten-
ded Kalman Filter) [23]. Ich różnorodność wynika stąd, że w ogólnym przy-
padku nie można zagwarantować stabilności procesu estymacji dla nieli-
niowego systemu. Prezentowane poniżej podejście jest najczęściej stoso-
wane do przetwarzania sygnałów [26], [31], [40]. 

W tym przypadku obserwator systemu (3.206) ma następującą postać 

 )()()())(1 kkkkk T QFPF(P  , (3.207) 

   1)()()()()()()( -TT kkkkkkk RHPHHPK 11  , (3.208) 

 )())()()( 11 kkkkk PH(KPP  , (3.209) 

   )(ˆ)()()(ˆ)1(ˆ 1 kkkkk xhyKxx  , (3.210) 

  )1(ˆ)1(ˆ 1  kk xfx , (3.211) 

gdzie: 
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Należy zauważyć, że estymator (3.210) może być również stosowany 
jako obserwator systemu deterministycznego [31]. Wówczas macierze 

)(kQ  oraz )(kR  charakteryzujące zakłócenia są nieznane, a w powyż-
szym algorytmie można je przyjmować jako stałe parametry QQ )(k , 

RR )(k regulujące proces estymacji (powinny to być macierze syme-
tryczne dodatnio określone, to znaczy takie, których współczynniki dia-
gonalne są dodatnie [21]). Do rozpoczęcia estymacji zgodnie z (3.207)-
(3.212) należy określić wartość początkową macierzy )0(P  (powinna to 
być również macierz symetryczna określona dodatnio) oraz wektora es-
tymat )0(x̂ . 

Problem nieliniowej estymacji parametrów sygnałów występuje naj-
częściej w przypadku, gdy należy określić amplitudę sygnału o nieznanej 
częstotliwości. Wygodnie jest wówczas korzystać z zespolonej reprezen-
tacji sygnału [5]. Obserwowany sygnał może być przedstawiony następu-
jącym modelem: 
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 )()( ' kvAky ak  je , (3.213) 

gdzie: a  - kąt między kolejnymi próbkami sygnału o częstotliwości 
znamionowej (3.8), )(kv  - zakłócenie zespolone, którego obie składowe 
są od siebie niezależne i  mają taką samą wariancję. 

Aby przedstawić proces (3.213) w postaci modelu stanowego wprowa-
dza się następujące zmienne stanu [26]: 

akx '
1 )( je    - zmienna reprezentująca przesunięcie wekto-

rowe pomiędzy dwiema kolejnymi próbkami sygnału )(ky , 

)1()( 2
'

2  kxkx aje  - zmienna odpowiadająca estymacie sygnału 

)(ky . 

Proces (3.213) może być zatem przedstawiony następującym modelem 
stanowym 

 
 

),()()(
,)()1(
kvkky

kk



xh

xfx
 (3.214) 

gdzie:  Tkxkxk )()()( 21x ,     Tkxkxkxk )()()()( 211xf ,  10h . 

Można zauważyć, że wszystkie sygnały w (3.214) są zespolone, co 
ogranicza zastosowanie tego modelu do przypadku, gdy dostępny jest 
pomiarowo sygnał zespolony )(ky . W przypadku systemu trójfazowego, 

sygnał taki można łatwo uzyskać dzięki przekształceniu   (p. 4.6) 
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przy czym: )()()( kykyky  j , )(kya , )(kyb , )(kyc  - wielkości fa-

zowe (prąd lub napięcie). 

Nieliniowy obserwator systemu (3.214) nosi nazwę Rozszerzonego Ze-
spolonego Filtru Kalmana (RZFK). Jego postać jest podobna do filtru (3.210) 
z tym, że transpozycję zespolonych wektorów i macierzy ( TB ) w (3.207)-

(3.212) należy zastąpić operacją sprzężenia ( *B ). W celu wyznaczenia ma-

cierzy sprzężonej *B  z macierzą B  należy dokonać transpozycji macierzy 
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pierwotnej (obliczyć TB ), a następnie zastąpić każdy element macierzy 
TB  elementem z nim sprzężonym (to samo odnosi się do wektorów) [21]. 

Algorytm 3.9. Rozszerzony zespolony filtr Kalmana do estymacji sygnałów 
(system (3.214)). 

Realizacja filtru sprowadza się do wykonania następujących działań: 
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Wielkości )(kQ  oraz )(kr  są odpowiednimi probabilistycznymi cha-
rakterystykami procesu (w przypadku modelu probabilistycznego) lub 
pewnymi założonymi parametrami estymatora (gdy zakłada się model 
deterministyczny). W ostatnim przypadku uzyskany algorytm jest po 
prostu nieliniowym zespolonym obserwatorem stanu. 

Podobnie jak w przypadku obserwatora systemu liniowego, proces 
(3.214) można rozszerzać również na inne składowe. Ilustruje to poniższy 
przykład. 

Przykład 3.7. Zaprojektować filtr Kalmana do estymacji częstotliwości i 
składowej podstawowej wektora systemu trójfazowego. Zało-
żyć, że w obserwowanym sygnale oprócz składowej podsta-
wowej może występować wydatna trzecia harmoniczna. 

Model obserwowanego sygnału jest określony następująco 

)()()()( '3
3

'
1 kvAAkykyky akak  


jj eej

. 
Jeśli wykonać następujące podstawienie: 

akx '
1 )( je    - zmienna reprezentująca przesunięcie wektorowe pomiędzy 

dwiema kolejnymi próbkami sygnału )(ky , 

akAkx '
12 )( je    - sygnał składowej podstawowej, 

akAkx '3
33 )( je   - sygnał trzeciej harmonicznej,  

to obserwowany sygnał może być określony w postaci sumy dwóch składowych: 
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)()()( 32 kxkxky  . 

Ogólny model rozpatrywanego 
procesu jest określony przez 
(3.214), przy czym wektor stanu 
ma następującą postać: 

 Tkxkxkxk )()()()( 321x . 

Funkcja  )(kxf  zgodnie z (3.214) 
określa dynamikę modelu i przy 
przyjętych powyżej podstawie-
niach jest określona następującym 
wektorem: 

   Tkxkxkxkxkxk )()()()()()( 3
3
1211xf , 

gdzie poszczególne elementy wek-
tora odpowiadają estymatom sy-

gnałów: x1(k), x2(k) oraz x3(k). 
Postać wektora obserwacji h  wynika bezpośrednio ze sposobu reprezentacji 
zmiennej wyjściowej )(ky :  110h . 

Poszukiwany filtr Kalmana jest określony przez Algorytm 3.9, gdzie 
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a pozostałe parametry mają postać jak w (3.214). 
Przyjęto następujące parametry projektowe filtru: 

 Ta 00)0( jex ,  10010001000diag)0(P , 0)(  QQ k  oraz 1)(  rkr .  
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Rys. 3.36. Przebieg zmian współczynników 
wzmocnienia estymatora 
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Rezultaty estymacji są pokazane na rys. 3.34b,c (estymaty pierwszej i trzeciej har-
monicznej) oraz 3.35 – estymata częstotliwości. Przebieg zmian współczynników 
wzmocnienia jest prezentowany na rys. 3.36. Widać, że odpowiedź estymatora 
ustala się mniej więcej po połowie okresu analizowanego sygnału. Po tym czasie 
estymator ‘nasyca się‘ danymi i wszystkie współczynniki wzmocnienia zbliżają 
się do wartości zerowych. 
W przebiegu częstotliwości widać duże przeregulowanie na początku estymacji, 
gdyż zmienna )(1 kx , w której ukryta jest częstotliwość, wpływa na pozostałe 

zmienne i cały proces estymacji. Może to być źródłem niestabilności estymatora. 
Dobrym środkiem zaradczym, który stabilizuje filtr jest skalowanie estymaty 

)(ˆ1 kx  w każdym kroku obliczeniowym zgodnie z następującą zależnością [6]: 

)(ˆ
)(ˆ

)(ˆ
1

1'
1 kx

kx
kx  , gdzie )(ˆ '

1 kx  jest nową, unormowaną wartością.  

Korekcję należy przeprowadzać po czwartym kroku Algorytmu 3.9. 
Widać, że zmienna )(ˆ1 kx  bezpośrednio nie przedstawia częstotliwości; można ją 
obliczyć na podstawie następującego związku: 

  afkxf /)(ˆarg 01 , gdzie a  przedstawia kąt między próbkami postulowanej 
podstawowej harmonicznej obserwowanego sygnału (o częstotliwości znamio-

nowej 0f ): Tf
N

a 022 
 , T  - okres próbkowania. □ 

3.7 Podsumowanie 

W tym rozdziale przedstawione zostały podstawowe algorytmy estyma-
cji sygnałów elektrycznych z punktu widzenia ich zastosowania w auto-
matyce elektroenergetycznej. W tym przypadku prąd i napięcie są z re-
guły reprezentowane w postaci zespolonych modeli sygnałowych, zatem 
ich identyfikacja polega na określeniu składowych ortogonalnych. Po-
zwala to wyznaczyć amplitudę i fazę składowej podstawowej oraz har-
monicznych obserwowanego sygnału. 

Istotą takiego podejścia jest przejście z dziedziny czasu, w której sy-
gnał jest postrzegany na wejściu procedury, do dziedziny częstotliwości, 
w której wyznaczane są jego parametry. Właściwości przytoczonych al-
gorytmów są zatem oceniane za pomocą charakterystyk częstotliwościo-
wych (z punktu widzenia ich dokładności i odporności na zakłócenia) 
oraz charakterystyk dynamicznych (z punktu widzenia czasu ustalania 
się odpowiedzi i błędów przejściowych). W ocenie algorytmu istotna jest 
także złożoność obliczeniowa i wymagana częstotliwość próbkowania sy-
gnału wejściowego, chociaż rozumienie tej cechy istotnie zmieniło się po 
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upowszechnieniu procesorów sygnałowych w rozważanych zastosowa-
niach. 

Przedstawione metody estymacji można charakteryzować na różny 
sposób. Oto podział z uwzględnieniem najistotniejszych cech. 
 Sposób organizacji procesu obliczeniowego: 

- metody nierekursywne: algorytm Fouriera i Walsha, podstawowy 
algorytm liniowej i nieliniowej MNK; 

- metody rekursywne: RLS, NRLS, obserwator stanu, filtr Kalmana, 
a także niektóre metody nierekursywne, które mogą być zapisane 
w wersji rekursywnej (algorytm Fouriera i Walsha). 

 Forma reprezentacji modelu sygnałowego: 
- zbiór kolejnych danych zawartych w oknie pomiarowym, 
- model procesu w postaci zmiennych stanu (modele procesu i po-

miaru). 
 Charakter zmian estymowanych składowych ortogonalnych (w usta-

lonych warunkach znamionowych): 
- w kolejnych krokach przetwarzania estymowany wektor obraca 

się na płaszczyźnie zespolonej o kąt, odpowiadający prędkości ką-
towej wyznaczanej harmonicznej, 

- estymowany wektor wyznacza niezmienną w czasie amplitudę ze-
spoloną określonej harmonicznej sygnału. 

 Założenia co do liniowości modelu sygnałowego: 
- metody liniowe (algorytm Fouriera i Walsha, liniowy algorytm 

MNK w wersji nierekursywnej i rekursywnej, obserwator stanu, 
filtr Kalmana); 

- metody nieliniowe (nieliniowy algorytm MNK, NRLS, rozsze-
rzony filtr Kalmana). 

 Charakter modelu sygnałowego: 
- model deterministyczny, 
- model stochastyczny (filtr Kalmana). 
Klasyfikacja ta ma nie tylko znaczenie porządkujące. Wybór określonej 

metody powinien uwzględniać zarówno właściwości algorytmu, jak i 
charakter obserwowanego procesu. Nie do pominięcia jest także ocena 
możliwości jej realizacji w zakładanym systemie mikroprocesorowym. 

Warto zauważyć, że forma estymatorów parametrów sygnałowych 
uzyskanych w wyniku stosowania nierekursywnej metody najmniej-
szych kwadratów jest podobna, a w niektórych przypadkach identyczna 
z odpowiednimi algorytmami korelacyjnymi. W praktycznych zastoso-
waniach zazwyczaj nie odróżnia się tych dwóch metod, gdyż sprowa-
dzają się one do korelacyjnego algorytmu estymacyjnego. Funkcja 
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korelacyjna może być określona na podstawie DPF (algorytm Fouriera) 
lub przekształcenia Walsha (algorytm Walsha), a także zgodnie z proce-
durą MNK. Do zapisu tych algorytmów stosuje się zazwyczaj jednolite 
oznaczenia, przyjmując: xx ˆ . Należy jednak pamiętać, że wektory te re-
prezentują odpowiednio postulowane ( x ) oraz estymowane ( x̂ ) parame-
try sygnału. 
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Rozdział 4 

ESTYMACJA WIELKOŚCI KRYTERIALNYCH 

4.1 Wprowadzenie  

W poprzednim rozdziale analizowane były niektóre ważniejsze techniki 
cyfrowego przetwarzania sygnałów i estymacji ich parametrów stoso-
wane w automatyce elektroenergetycznej. W praktycznych zastosowa-
niach stosuje się również inne algorytmy, które nie zostały zakwalifiko-
wane do rozważanych powyżej metod. Należą do nich m.in. algorytmy 
numerycznego różniczkowania, algorytmy korzystające z tych samych 
sygnałów przesuniętych w czasie lub metody wywodząc się z modeli 
chronionych obiektów. 

W tym rozdziale analizowane są metody pomiaru podstawowych 
wielkości elektrycznych, które stosowane są w charakterze wielkości kry-
terialnych w przekaźnikach zabezpieczeniowych oraz innych układach 
automatyki elektroenergetycznej. Omówiono przede wszystkim algo-
rytmy, które mają zastosowanie w systemach prądu przemiennego, w 
których sygnały są przedstawiane w postaci zespolonej. Podstawą okre-
ślania złożonych wielkości elektrycznych, takich jak moc lub impedancja 
są w tym przypadku algorytmy estymacji sygnału zespolonego na pod-
stawie cyfrowego pomiaru dostępnych wartości prądu lub napięcia. Za-
prezentowano ogólne podejście do tego problemu, którego podstawą jest 
analiza relacji zachodzących pomiędzy wektorami przedstawiającymi sy-
gnały zespolone. Odpowiednie użyteczne zależności można uzyskać ko-
rzystając z parametrów przynajmniej dwóch przesuniętych wektorów 
tego samego sygnału. Do przesuwania wektorów mogą być stosowane 
różne metody, które prowadzą do algorytmów estymacji sygnału zespo-
lonego. Podano podstawowe charakterystyki tych algorytmów. 

Znając zespoloną reprezentację sygnałów prądu i napięcia można ła-
two określić złożone wielkości elektryczne, jak moc lub impedancja. Na-
leży podkreślić, że rozważane tu algorytmy pomiaru mocy czynnej i bier-
nej odnoszą się do określonych harmonicznych prądu i napięcia – zatem 
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ich zastosowanie do celów innych niż przedstawione w niniejszej pracy 
powinno być poprzedzone dodatkową analizą. 

W analizie obwodów zwarciowych dużą rolę odgrywają przekształce-
nia układu współrzędnych systemu trójfazowego. Uzyskane w ten spo-
sób wielkości w zmienionym (modalnym) układzie współrzędnych są 
również często stosowane w automatyce elektroenergetycznej. W tym 
rozdziale przedstawiono podstawowe algorytmy szybkiej estymacji skła-
dowych symetrycznych prądu lub napięcia oraz składowych  ,,0 . W 
przytoczonych algorytmach wykorzystywane są składowe ortogonalne 
sygnałów, które można uzyskać różnymi metodami. 

W ostatniej części rozdziału przedstawiono przegląd algorytmów sto-
sowanych do szybkiego pomiaru częstotliwości w nadzorowanym syste-
mie. Parametr ten jest wielkością kryterialna w wielu układach automa-
tyki elektroenergetycznej, a jako wielkość pomocnicza może być użyty do 
korekcji algorytmów pomiarowych wrażliwych na zmiany częstotliwo-
ści. Problem ten może być bardzo ważny w przypadku dużych awarii 
systemowych, gdy w wydzielonych fragmentach systemu elektroenerge-
tycznego dochodzi do przejściowych, nawet znacznych zmian częstotli-
wości. Wówczas szczególnie ważna jest poprawna praca układów auto-
matyki. 

Większość elektrycznych wielkości stosowanych jako kryteria działa-
nia zabezpieczeń odnosi się do podstawowej lub innej wybranej harmo-
nicznej sygnału prądu lub napięcia. Z punktu widzenia cyfrowego prze-
twarzania sygnałów oznacza to, że w układach pomiarowych powinny 
być zastosowane filtry wąskopasmowe, które dokonują selekcji sygnału 
o zadanej częstotliwości. Odmienna sytuacja występuje w przypadku po-
miaru wartości skutecznej prądu lub napięcia - tu należy uwzględnić całe 
pasmo sygnału wejściowego. 

4.2 Pomiar wartości skutecznej sygnału 
Pojęcie wartości skutecznej sygnału okresowego (ang. Root Mean Square – 
RMS) jest związane ze średnią mocą sygnału i w odniesieniu do sygnału 
elektrycznego ma znaną interpretację fizyczną: jest to moc wydzielana w 
oporniku gdyby przez niego płynął prąd stały o tej właśnie wartości. Nie 
rozróżnia się zatem kształtu sygnału, a wynik pomiaru odnosi się łącznie 
do wszystkich składowych zawartych w sygnale. W odniesieniu do sy-
gnału ciągłego wartość skuteczna sygnału x t( )  jest definiowana następu-
jąco: 
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gdzie: 1T  jest okresem sygnału. 

W przypadku sygnału dyskretnego x k( )  odpowiednia zależność 
może być określona przez dyskretną aproksymację (4.1). Na przykład, 
stosując metodę prostokątów otrzymuje się 
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N  — liczba próbek w okresie sygnału. 

Powyższa procedura jest dosyć złożona numerycznie. Jeśli obserwo-
wany przebieg jest w małym stopniu odkształcony, to jego wartość sku-
teczna może być oszacowana na podstawie znajomości amplitudy. Am-
plituda sygnału harmonicznego może być określona w znany sposób na 
podstawie jego składowych ortogonalnych. W tym jednak przypadku 
można zastosować prostą procedurę, która wywodzi się z obliczania war-
tości średniej wyprostowanego przebiegu [41]. Uwzględniając odpowied-
nie współczynniki skalujące uzyskuje się następującą formułę estymacji 
pełnookresowej 
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Wynik uzyskany z (4.3) może się różnić od wartości (4.2) jeśli kształt 
sygnału odbiega od przebiegu harmonicznego. W obwodach elektrycz-
nych ma to zazwyczaj miejsce w stanie przejściowym, bezpośrednio po 
wystąpieniu zakłócenia. W wielu przypadkach nie ma to jednak dużego 
znaczenia, gdyż kryterium wartości skutecznej prądu jest zazwyczaj sto-
sowane w zabezpieczeniach przeciążeniowych, które działają z dużą 
zwłoką czasową. 

Obliczając wartość skuteczną sygnału zgodnie z (4.2) należy zapewnić 
możliwie jednakowe wzmocnienie toru pomiarowego w paśmie Nyqui-
sta. Wynika to z faktu, że wartość skuteczna zależy od wszystkich skła-
dowych harmonicznych sygnału. Określa to znana zależność odnosząca 
się do dziedziny częstotliwości: 
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gdzie: iX  jest amplitudą i -tej harmonicznej analizowanego sygnału. 

W tym ostatnim przypadku rezultaty stosowania procedur (4.2) oraz 
(4.3), w zależności od kształtu sygnału, mogą się różnić. Ilustrują to prze-
biegi pokazane na rys. 4.1, gdzie zamieszczono wyniki estymacji wartości 
skutecznej odkształconego przebiegu (rys. 4.1a) za pomocą obu tych me-
tod (rys. 4.1b). Widać, że pomimo dużego odkształcenia sygnału, oba wy-

niki różnią się nieznacznie. Do porównania obu rozpatrywanych metod 
można także wykorzystać ich charakterystyki częstotliwościowe. Na rys. 
4.2 pokazano charakterystyki częstotliwościowe algorytmów określo-

nych przez zależności (4.2) oraz 
(4.3). W ogólnym przypadku od-
powiedź ustalona jest funkcją 
fazy sygnału wejściowego. Poka-
zane krzywe określają górne ob-
wiednie charakterystyk częstotli-
wościowych dla liczby próbek w 
okresie podstawowej harmonicz-
nej 20N . Można zauważyć, że 
częstotliwość oscylacji występu-
jących w tych charakterystykach 
jest dwukrotnie większa niż w 
widmowych charakterystykach 
estymatorów amplitudy. 
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Rys. 4.1. Sygnał wejściowy (a) oraz jego wartość skuteczna (b) otrzymana 
według zależności (4.2) — linia ciągła oraz (4.3) — linia przerywana; 20N  
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Rys. 4.2. Charakterystyki częstotliwo-
ściowe estymatorów wartości skutecznej: 
według metody prostokątów (1) oraz we-

dług metody sumowania wartości bez-
względnych (2); 20N  
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W przypadku układu trójfazowego zastępczą wartość skuteczną od-
niesioną do jednej fazy można określić następująco 
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gdzie: xl , 3,2,1 LLLl   są sygnałami fazowych prądów lub napięć. 

W miejsce powyższej zależności można również stosować formułę 
uproszczoną, uzyskaną na bazie zależności (4.3). Korzystając z wzajem-
nego przesunięcia sygnałów w trzech fazach można wówczas skrócić 
okno pomiarowe nawet do 6/N  próbek (jedna szósta okresu) [34], [41]. 

4.3 Estymacja sygnału zespolonego 

4.3.1 Zależności podstawowe 

Algorytmy estymacji sygnału zespolonego (ang. phasor estimation) są nie-
zwykle istotne z punktu widzenia rozpatrywanych tu problemów, gdyż 
większość wielkości elektrycznych, które są podstawą oceny stanu sys-
temu prądu przemiennego, jest odniesiona właśnie do składowej podsta-
wowej lub innych harmonicznych sygnału prądu lub napięcia. Ogólną 
bazą stosowanych metod pomiarowych jest reprezentacja sygnału dys-
kretnego w formie szeregu Fouriera. Model mierzonego sygnału może 
być reprezentowany przez następującą funkcję zespoloną 

 )()()()( kkykyky sc  j , (4.6) 

gdzie: 
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akYky
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s

c  (4.7) 

1/'   , Na /2 ,  N  — liczba próbek sygnału w okresie o pulsacji 
składowej podstawowej 1 , )(k  — zakłócenie. 

Wielkość mierzona przez układ automatyki odpowiada rzeczywistej 
składowej sygnału (4.6). W celu wykorzystania dogodnego aparatu funk-
cji zespolonych do pełnego opisu sygnału niezbędna jest znajomość także 
składowej urojonej. Do estymacji obu składowych na podstawie pomiaru 
cyfrowego można zastosować układ o ogólnej strukturze jak na rys. 4.3. 
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Charakterystyki częstotliwościowe użytych filtrów 1F  oraz 2F  mogą być 
przedstawione w następującej formie 

 )'(|)'(|)'(  l
ll HH jejj  , 2,1l , (4.8) 

gdzie:  )'(arg)'(  jHl  . 

Zakłada się, że estymowane są parametry sygnału o pulsacji 0 , która jest 
związana z pulsacją podstawową 1  następującą zależnością: 

10
'
0 /  . Z rys. 4.3 widać, że w celu wyznaczenia odpowiedniej pro-

cedury należy określić współczynniki 1a , 2a , 3a . Dla sygnału wejścio-
wego o postaci: 

 )'cos()()(   akYkyky c  (4.9) 

oraz '
0'    (sygnał wymuszający ma częstotliwość postulowaną), usta-

lone sygnały wyjściowe są następujące 
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Jeśli  k )()( '
02

'
01 , k  - całkowite, to sygnały (4.10) utworzą sygnał 

zespolony: 

 )()()( kxkxkx sc j . (4.11) 

Graficzna reprezentacja wektorów odpowiadających sygnałom z rys. 
4.3 jest pokazana na rys. 4.4, gdzie przyjęto, że sygnały )(1 kx , )(2 kx  są 
składowymi rzeczywistymi wektorów )(1 kx , )(2 kx , a estymowany sy-
gnał )(kx  pokrywa się z kierunkiem wektora )(1 kx , którego składowa 
rzeczywista jest osiągalna na wyjściu filtru 1F . Składowe ortogonalne sy-
gnału (4.11) przyjmują wówczas następujące wartości [27]: 
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Rys. 4.3. Struktura algorytmu pomiaru składowych ortogonalnych  sygnału 
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gdzie: 
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Estymator sygnału (4.11) można zatem rozpatrywać jako filtr o nastę-
pującej widmowej funkcji przejścia: 

 )(|)(|)()()(  jejjjjj HHHH sc  , (4.13) 

gdzie: 

),()( 11  jj HaH c   ),()()( 2312  jjj HaHaH s    )(arg)(  jH . 

Należy zauważyć, że )( jcH  oraz )( jsH  są funkcjami zespolonymi. 

Jeśli funkcje przejścia )(1 jH  oraz )(2 jH  są tak dobrane, że 

|)(||)(| '
02

'
01  jj HH   oraz 2/)( '

0   , to: 31 aa  , 02 a . Można do-
wieść, że w takim przypadku wariancja estymatora amplitudy i fazy jest 
najmniejsza [37]. 

Opisana zasada tworzenia estymatora sygnału zespolonego jest po-
prawna również w odniesieniu do innych niż filtry przetworników, jak 
na przykład, algorytmów korelacyjnych, algorytmów z opóźnieniem 
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sygnałów, czy obserwatorów stanu. W celu analizy uzyskanego estyma-
tora rozpatrzony zostanie sygnał wejściowy o postaci jak w (4.9) i często-
tliwości '  ( 1/'   ), który można przedstawić w formie sumy dwóch 
wektorów obracających się w przeciwnych kierunkach 

  )'()'(
2

)(    akakYky jj ee . (4.14) 

W stanie ustalonym sygnał wyjściowy jest iloczynem harmonicznego sy-
gnału wymuszającego oraz transmitancji filtru [35]. Zatem, dla wymusze-
nia (4.14) otrzymuje się 
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)(     akak HYHYkx jj ejej . (4.15) 

Należy zauważyć, że w przeciwieństwie do transmitancji pojedyn-
czych filtrów, w odniesieniu do funkcji (4.13) obowiązuje ogólna zasada 

 )()( *  jj  HH , (4.16) 

gdzie * oznacza sprzężenie zespolone, 

zatem, równanie (4.15) określa sygnał wyjściowy jako kombinację dwóch 
składowych sygnału wejściowego (o dwóch kierunkach wirowania), 
które są w różnym stopniu tłumione. Sygnał (4.15) może być przedsta-
wiony w następującej postaci 

  )'sin()'()'cos()'()(   akHakHYkx BA jjj , (4.17) 
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Transmitancje )'( jAH  oraz )'( jBH  są funkcjami zespolonymi, za-
tem w celu wydzielenia składowej rzeczywistej i urojonej sygnału wyj-
ściowego można je przedstawić w postaci wykładniczej. Po odpowied-
nim uporządkowaniu otrzymuje się następujący sygnał na wyjściu esty-
matora składowych ortogonalnych dla wymuszenia w postaci sygnału 
rzeczywistego (4.9): 

    )'('sin)'()'('cos)'()( )'(   akBakAYkx je j , 

  (4.19) 
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gdzie: 
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oraz )'()'()'(   jejj HH . (4.22) 

Równanie (4.19) przedstawia elipsę, której dłuższa oś jest nachylona 
pod kątem )'(  do osi rzeczywistej układu współrzędnych. Wartość 
funkcji )'(A  określa połowę długości dłuższej osi, a )(B  - krótszej osi 
elipsy. Położenie i kształt elipsy zależy od parametrów filtru zespolonego 
oraz częstotliwości sygnału. Można sprawdzić, że w przypadku filtrów 
nierekursywnych oraz algorytmów korelacyjnych zachodzą następujące 
zależności )()(    oraz )()(   , 0)(  . Ponadto, dla wy-
branej częstotliwości postulowanej   0  mają miejsce następujące za-
leżności: 0)( 0  jH  oraz )()( 00  jj BA  . 

Równanie (4.19) jest prawdziwe, gdy w charakterze przetworników 
sygnału wejściowego są użyte filtry cyfrowe lub elementy opóźniające. W 
przypadku zastosowania algorytmów korelacyjnych, jak choćby (3.38), 
zależność (4.19) powinna być skorygowana w celu uwzględnienia odpo-
wiedniego przesunięcia częstotliwości 

     ,)'('sin)'()'('cos)'(
)(

)()'( kakBakAY
kx

  jj eje 


 

  (4.23) 

gdzie: kąt )(k  zależy od użytej funkcji korelacyjnej, na przykład, 
akk )(  dla funkcji jak w (3.38). 

Równanie (4.23) przedstawia zatem najbardziej ogólną postać estyma-
tora składowych ortogonalnych sygnału zespolonego. Forma części rze-
czywistej i urojonej funkcji (4.23) zależy od zastosowanych przetworni-
ków 1F  oraz 2F  (rys. 4.3). W ogólnym przypadku zarówno amplituda, 
jak i faza estymaty sygnału są funkcjami czasu. 
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Estymatę amplitudy można także uzyskać przez odwołanie się do 
mocy S  sygnału harmonicznego. W celu bardziej ogólnego zdefiniowa-
nia estymatora sygnału zespolonego wprowadzone zostanie przekształ-
cenie, które uwzględnia również opóźnienie sygnału. Dla sygnału (4.11) 
otrzymuje się 

 )sin()cos()()()( '
0

2'
0

2* amXamXmkxkxkS m  j , (4.24) 

gdzie * oznacza sygnał zespolony sprzężony, m — liczba próbek opóźnie-
nia. 

Przez podstawienie do (4.24) reprezentacji sygnału zespolonego w po-
staci odpowiednich składowych ortogonalnych, otrzymuje się następu-
jące zależności dla estymatorów amplitudy 
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W przypadku braku opóźnienia ( 0m ) rozwiązanie sprowadza się do 
pierwszej zależności. 

Analizę częstotliwościową otrzymanych estymatorów można uzyskać 
przez odpowiednie podstawienie widmowych charakterystyk estymato-
rów składowych ortogonalnych. Amplituda i faza estymatora (4.25) dla 

0m  są bezpośrednio określone przez (4.19) 

 )'(|)'(| 22  YGxxX sc  , (4.27) 

gdzie: 
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oraz )'('   ak . 
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Z (4.27)-(4.29) widać, że w ogólnym przypadku estymator amplitudy 
sygnału jest funkcją nieliniową, zależną od aktualnej fazy. Przy harmo-
nicznym wymuszeniu mierzona amplituda zmienia się z podwójną czę-
stotliwością sygnału. Stała odpowiedź ma miejsce tylko dla wybranych 
częstotliwości, gdy )()(  BA   (warunek ten jest spełniony również dla 
częstotliwości 0 , dla której estymator został zaprojektowany). Charak-
terystyka częstotliwościowa pełnookresowego estymatora Fouriera jest 
pokazana na rys. 4.5. W prawej części rysunku pokazana jest obwiednia 

sygnału wyjściowego w formie 
charakterystycznej elipsy dla 
częstotliwości 18,0   (ta część 
rysunku ma zredukowaną 
wielkość). Koniec wektora re-
prezentującego sygnał wyj-
ściowy )(kx  przesuwa się po tej 
elipsie zgodnie ze zmianą chwi-
lowej fazy sygnału. W tym cza-
sie jego amplituda zmienia się 
w granicach określonych przez 
obwiednie: górną - )(A  oraz 
dolną - )(B  częstotliwościo-
wej charakterystyki estyma-
tora. 

Wracając do równania (4.25) 
można zauważyć, że w ogólnym przypadku, gdy opóźnienie 0m , cha-
rakterystyka częstotliwościowa amplitudy jest określona w bardziej 
skomplikowany sposób. Podstawienie (4.12) do (4.25), z uwzględnieniem 
(4.10) oraz (4.13) prowadzi do następującego związku: 
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 (4.30) 

Można łatwo sprawdzić, że dla 0m  (4.30) redukuje się do (4.27). 

Interesującą postać estymatora można otrzymać dla równania (4.26), 
gdy opóźnienie 0m . Podobne podstawienia jak powyżej prowadzą do 
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Rys. 4.5. Charakterystyka częstotliwo-
ściowa pełnookresowego algorytmu Fou-
riera (a) z zaznaczoną obwiednią dla czę-

stotliwości 18,0    (b); 20N  
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Równanie (4.31) przedstawia charakterystykę częstotliwościową bardzo 
interesującego estymatora, gdyż jest ona niezależna od chwilowej fazy sy-
gnału. 

Zależności (4.24)-(4.26) odnoszą się do sytuacji, gdy do estymacji sy-
gnału zespolonego zastosowano odpowiednie filtry cyfrowe. W przy-
padku zastosowania algorytmu korelacyjnego w miejsce filtru nierekur-
sywnego o identycznej charakterystyce impulsowej, otrzymuje się prze-
twornik o tej samej charakterystyce częstotliwościowej amplitudy. Na-
leży jednak pamiętać, że charakter sygnałów na wyjściu filtru i układu 
korelacyjnego jest różny. Prowadzi to do zróżnicowania algorytmów, 
które korzystają z odpowiednich relacji czasowych odnoszących się do 
sygnałów na wyjściu obu rodzajów przetworników. W szczególności, aby 
wykorzystać relacje związane z obrotem wektora sygnału zespolonego 
należy utworzyć wektor wirujący )(kX d , który jest związany z wektorem 

)(kX  (uzyskanym w rezultacie zastosowania algorytmu korelacyjnego) 
następującą zależnością 

   m
sc

m
d mkXmkXmkXmkX  jj eje   )()()()( , (4.32) 

gdzie:   jest kątem przesunięcia rozpatrywanego wektora pomiędzy ko-
lejnymi próbkami (dla wektora o częstotliwości znamionowej 

Na /2  ), )( mkX c  , )( mkX s   — próbki składowych ortogonal-
nych sygnału z kroku mk  . 

Po podstawieniu sygnału w formie (4.32) do zależności (4.24) otrzymuje 
się parę estymatorów analogicznych do (4.25)-(4.26) 
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Widać, że przy braku opóźnienia ( 0m ) również tylko pierwszy z po-
wyższych estymatorów jest poprawny i przybiera wówczas formę (4.27). 

Z powyższej analizy widać, że właściwości częstotliwościowe estyma-
tora amplitudy są określone przez transmitancje użytych filtrów (prze-
tworników sygnału). Funkcja przejścia i odpowiadająca mu para 
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obwiedni )(A  oraz )(B  mogą być określone w postaci analitycznej na 
podstawie znajomości algorytmu użytego w charakterze estymatora skła-
dowych ortogonalnych sygnału. Wyprowadzenie odpowiednich zależ-
ności nie zawsze jest proste. Poniżej pokazany jest sposób wyprowadze-
nia tych zależności dla bardziej znanych przypadków. 

4.3.2 Zastosowanie filtrów cyfrowych 

Na podstawie rozważań prowadzonych w poprzednim rozdziale widać, 
że procedury splotu i korelacji (także te, które zostały uzyskane w wyniku 
zastosowania algorytmu MNK) mają podobne właściwości częstotliwo-
ściowe jeśli zostaną w nich użyte takie same funkcje bazowe. Różnica do-
tyczy tylko charakteru sygnału wyjściowego (zmienny lub stały). Dlatego 
też w poniższej analizie nie robi się rozróżnienia pomiędzy tymi algoryt-
mami. 

Podstawiając wyrażenia (3.43) dla pełnookresowego algorytmu Fou-
riera ( )( jcH  — dla parzystej i )( jsH  — dla nieparzystej funkcji impul-
sowej) do (4.13) otrzymuje się [25] 
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Podobnie, stosując odpowiednio (3.43) z uwzględnieniem (3.77) w (4.13) 
otrzymuje się następującą postać transmitancji pełnookresowego estyma-
tora Walsha 
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  (4.36) 

Przez kolejne podstawienie funkcji (4.35) oraz (4.36) do (4.20) można uzy-
skać relacje określające obwiednie charakterystyki częstotliwościowej: 

— pełnookresowego estymatora Fouriera 
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— pełnookresowego algorytmu Walsha 
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 0)'(  ,   '
2

)'(  . (4.42) 

Przebiegi funkcji )'(A  oraz )'(B  dla pełnookresowych algorytmów 
Fouriera i Walsha są pokazane na 
rys. 4.5a oraz rys. 4.6, odpowiednio. 

Porównując rys. 4.5a z rys. 2.20 
można ocenić, jaka jest zależność 
pomiędzy charakterystykami czę-
stotliwościowymi składowych fil-
trów estymatora i otrzymanymi po-
wyżej charakterystykami. Kwestia 
ta będzie zbadana na przykładzie 
pełnookresowego algorytmu Fou-
riera. 

W tym przypadku składowe or-
togonalne (4.12) są bezpośrednio 
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 Rys. 4.6. Charakterystyka częstotli-
wościowa pełnookresowego algo-

rytmu Walsha; 20N  
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określone przez użyte filtry ( |)(||)(| 0201  jj HH  , 2/)( 0   , 
131  aa , oraz 02 a ). Amplituda sygnału wyjściowego (4.25) ma na-

stępującą postać ( 1xxc   oraz 2xxs  ): 
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  (4.43) 

co można zapisać w następującej formie 

 )'(|)'(|  YGX  , (4.44) 
gdzie [39]: 
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oraz 
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)'(cH , )'(sH  — zerowo-fazowe charakterystyki częstotliwościowe si-
nusowego i kosinusowego filtru Fouriera. 

Można sprawdzić, że w rozpatrywanym przypadku (jak i w innych 
algorytmach nierekursywnych z parą funkcji parzystej/nieparzystej) 
mają miejsce następujące zależności: 2/)()(   sc  oraz 

 )'()'()'( 22  sc HHL  . (4.48) 

Analizując (4.45) można zauważyć, że funkcja )'(G  przyjmuje eks-
tremalne wartości dla 1)'2cos(  ak . Podstawienie (4.48) do (4.45) 
daje możliwość określenia górnej ( )'(max G ) i dolnej ( )'(min G ) obwiedni 
charakterystyki częstotliwościowej 
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Zatem, w przypadku estymatora o strukturze jak na rys. 4.3, dla którego 
2/)'()'( 21    (dla każdej częstotliwości), oraz 131  aa ; 02 a

, obwiednie górna i dolna są bezpośrednio określone przez charaktery-
styki częstotliwościowe składowych filtrów. 



242 4 Estymacja wielkości kryterialnych 

Podobne zależności mogą być 
ustanowione dla estymatorów (4.25) 
z dodatkowym opóźnieniem ( 0m ). 
Charakterystyka częstotliwościowa 
algorytmu (4.25) z pełnookresowymi 
filtrami Fouriera (sinus/kosinus) dla 
opóźnienia 1m  są pokazane na rys. 
4.7. Obwiednie )'(AG  oraz )'(BG  
są określone zgodnie z (4.30) po 
wprowadzeniu odpowiedniej warto-
ści kąta   (4.29). Należy zauważyć, 
że w paśmie wysokich częstotliwości 
funkcja 0)'( BG , a sygnał wyj-
ściowy zmienia się w granicach od 
zera do )'(AG  w zależności od fazy 

 .  
W przypadku estymatora (4.26) charakterystyka widmowa (4.31) dla 

2/kNm  , k  — liczba całkowita, jest niezależna od fazy. Dla pełnookreso-
wych filtrów sinus/kosinus funkcja )'(G  (4.31) ma następującą postać: 
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Przyjmując opóźnienie o jedną próbkę ( 1m ) otrzymuje się algorytm o 
następującej charakterystyce czę-
stotliwościowej: 
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 (4.51) 
Przebieg funkcji (4.51) dla przy-

padku, gdy składowe ortogonalne 
są określane na podstawie pełnoo-
kresowego algorytmu Fouriera jest 
pokazany na rys. 4.8. Można zau-
ważyć, że uzyskana charaktery-
styka )'(G  jest niezależna od fazy 
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Rys. 4.7. Charakterystyka częstotli-
wościowa estymatora amplitudy 
uzyskanego w rezultacie filtracji i 
opóźnienia sygnału o 4/Nm   

próbek; 20N  
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Rys. 4.8. Charakterystyka częstotliwo-
ściowa algorytmu Fouriera z opóźnie-
niem sygnału o 1m  próbkę; 20N
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i leży pomiędzy granicznymi obwiedniami filtrów. 

4.3.3 Różniczkowanie sygnału 

Filtry stosowane do estymacji składowych ortogonalnych (rys. 4.3) mogą 
być także projektowane w oparciu o różniczkowanie sygnału. W przy-
padku harmonicznego sygnału wejściowego otrzymuje się w ciągłej prze-
strzeni czasu następujące relacje: 

 )()()(1)()( tXtXty
dt
dtyty sc jj 


, (4.52) 

gdzie: )(ty  jest sygnałem harmonicznym o postaci 

 )cos()(   tYty . (4.53) 

Widać, że składowa urojona jest otrzymywana w wyniku różniczkowa-
nia sygnału wejściowego. W przypadku sygnału dyskretnego obie skła-
dowe można uzyskać w rezultacie odpowiedniego przetwarzania próbek 
sygnału wejściowego, co można zapisać następującą ogólną relacją 

    )(1)()( kyDkyAky


j , (4.54) 

gdzie: .A  oznacza operację interpolacji, natomiast .D  jest operacją dys-
kretnego różniczkowania. 

Rozsądnie jest stosować w powyższym związku procedury interpola-
cji i różniczkowania o tym samym opóźnieniu grupowym, jednak mogą 
to być różne algorytmy [15]. Na przykład, stosując dwupunktowe róż-
niczkowanie z przedziałem równym dwóm próbkom, otrzymuje się 
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gdzie: cb , sb  — współczynniki skalujące. 

W celu określenia współczynników bc  oraz bs  można porównać wartości 
otrzymane w (4.55) z tymi samymi wartościami uzyskanymi dla modelu 
ciągłego w tym samym punkcie  Ttt k  , T  - okres próbkowania. W 
odniesieniu do różniczkowania otrzymuje się następującą zależność: 
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Operacja różniczkowania numerycznego powinna prowadzić do nastę-
pującej wartości 
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Porównanie (4.56) i (4.57) prowadzi do 
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 . (4.58) 

Podobnie, analiza operacji aproksymacji  )( TtyA k   daje 1cb . Charak-
terystyka częstotliwościowa uzyskanego algorytmu jest pokazana na rys. 
4.9. 

Należy zauważyć, że zarówno do interpolacji, jak i różniczkowania 
można stosować wiele różnych formuł. Sposób projektowania takich al-
gorytmów ilustruje poniższy przykład. 

Przykład 4.1. Opracować metodę ortogonalizacji sygnału z zastosowaniem 
czteropunktowego różniczkowania numerycznego i cztero-
punktowej interpolacji.  

Do przetwarzania dostępne są ostatnie cztery próbki sygnału )3( ky , )2( ky , 
)1( ky , )(ky  z okresem próbkowania T . Zakłada się, że zarówno różniczkowa-

nie, jak i interpolacja są określane względem środka okna pomiarowego, a więc 
opóźnienie grupowe obu operacji wynosi Tg 5,1 . 

W celu uzyskania numerycznych funkcji różniczkowania i interpolacji można 
przyjąć, że obserwowany przebieg jest reprezentowany sygnałem harmonicz-
nym o pulsacji 1 . Może on być reprezentowany następującym wielomianem 
interpolacyjnym 3-go stopnia: 
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Rys. 4.9. Charakterystyka częstotliwościowa estymatora amplitudy z algoryt-
mem dwupunktowego różniczkowania; 20N  



4.3 Estymacja sygnału zespolonego 245 

2 3
0 1 2 3( ) ( )k k k k kx t a a t a t a t t     aτ , 

gdzie:  0 1 2 3a a a aa , 2 3( ) 1
T

k k k kt t t t   τ . 

Nieznane współczynniki ia , 3..0i  powyższego modelu są liniowo zależne od 
wartości funkcji. Zmienną reprezentującą czas można wybrać dowolnie (model 
nie zależy od czasu), na przykład: 03 kt , Ttk 2 , Ttk 21   oraz Ttk 3 . W 
każdym z wymienionych punktów czasowych, które odpowiadają momentom 
próbkowania, dostępne są próbki sygnału: )3( ky , )2( ky , )1( ky  oraz )(ky
. Zapisując dla każdego z nich równanie przedstawiające model sygnałowy 
otrzymuje się układ równań, który ma następującą postać macierzową: 

0
2 3

1
2 3

2
2 3

3

( 3) 1 0 0 0
( 2) 1
( 1) 1 2 4 8

( ) 1 3 9 27

T

ay k
ay k T T T
ay k T T T
ay k T T T

     
          
    
    

     

Ta . 

Łatwo sprawdzić, że macierz parametrów T  w powyższym równaniu jest nieo-
sobliwa, zatem, nie ma problemów z uzyskaniem rozwiązania, które określa 
wartości poszukiwanych współczynników modelu 

 1 TT a y T ,  gdzie:  ( 3) ( 2) ( 1) ( ) Ty k y k y k y k   y . 

Jak widać, współczynniki te zależą od wartości próbek obserwowanego sygnału 
w oknie pomiarowym. Wartość interpolacyjnej funkcji )( ktx  w środku prze-
działu, to jest dla Ttk 5,1  można określić następująco: 

 1
1,5( ) ( ) ( ) (1,5 )

k

TT
k c k t Tx t X k t T


  a τ y T τ , 

gdzie:  TTTTT 32 )5,1()5,1(5,11)5,1( τ . 
Po wykonaniu stosowanych działań otrzymuje się: 

  16/)()1(9)2(9)3()( kykykykykxc  . 
Powyższe równanie przedstawia kore-
lację cyfrowego sygnału reprezentowa-
nego przez wektor y  z funkcją okre-
śloną w rezultacie wykonania pokaza-
nej operacji mnożenia macierzowego. 
Graficzna reprezentacja współczynni-
ków tej funkcji jest pokazana na rys. 
4.10a. 
Algorytm różniczkowania można ła-
two uzyskać na podstawie przedsta-
wionej procedury po zróżniczkowaniu 
interpolacyjnej funkcji: 

2
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Rys. 4.10. Charakterystyki impulsowe 
algorytmu aproksymacji (a) oraz róż-

niczkowania (b) sygnału 
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gdzie:   321 aaar a ,  2( ) 1 2 3
T

r k k kt t t   τ . 

Widać, że można tu wykorzystać obliczone poprzednio współczynniki wektora 
a . Postępując podobnie, jak w przypadku interpolacji, otrzymuje się: 
  1 1,5( ) ( ) ( ) (1,5 )

k

T T
k s r r k r rt T

D x t X k t T


  a τ y T τ , 

gdzie: macierz rT  jest utworzona z macierzy 1T  przez pominięcie pierwszego 

wiersza, natomiast  Tr TTT 275,631)5,1( τ . 
Prowadzi to do następującej formuły: 

  Tkykykykykxs 124/)()1(27)2(27)3()(  . 
Współczynniki stojące przy kolejnych próbkach sygnału wejściowego tworzą 
dyskretną funkcję korelacyjną, której wartości są pokazane na rys. 4.10b. 

Charakterystyki widmowe uzyska-
nego algorytmu ortogonalizacji sy-
gnału dla okresu próbkowania 

sT 001,0  są pokazane na rys. 4.11 
Widać, że numeryczne różniczkowa-
nie ma w rozpatrywanym przedziale 
rosnącą charakterystykę częstotliwo-
ściową, co prowadzi do dużej wrażli-
wości algorytmu na zakłócenia. Nie-
stety, zwiększenie dokładności róż-
niczkowania (przez poszerzenie okna 
pomiarowego) pogłębia tę cechę. 
Należy zauważyć, że jeśli analizo-
wany algorytm jest stosowany w od-
niesieniu do o częstotliwości 1 , to 

procedury numerycznej interpolacji i różniczkowania powinny prowadzić do 
równoważnych im wartości odniesionych do sygnałów ciągłych. Wymaga to 
skalowania powyższych wyrażeń. Odpowiednie zależności można uzyskać z na-
stępujących relacji (zakłada się, że obserwowany jest sygnał ciągły: 

)sin()( 1tty  ): 

kttk tytx


 )()(
,  

ktt
k dt

tdytxD



)()( . 

Stosując wyprowadzone powyżej związki można napisać dla Ttk 5,1 : 

  )5,1sin()5,1( 1
1 TTk

TT
c  τTy  oraz:   )5,1cos()5,1( 11 TTk r

T
r

T
s τTy . 

Po podstawieniu: )0sin()3( ky , )sin()2( 1Tky  , ..., )3sin()2( 1Tky   
uzyskuje się współczynniki korekcyjne: 

8
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Rys. 4.11. Charakterystyka częstotliwo-
ściowa algorytmu 
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Można zauważyć, że dla częstotliwości sieciowej 50 Hz współczynniki te nie-
znacznie odbiegają od wartości 1, jednak w niektórych zastosowaniach ich war-
tość może mieć istotne znaczenie dla końcowego wyniku, zwłaszcza przy niskiej 
częstotliwości próbkowania. □ 

Operacje różniczkowania i interpolacji mają formę algorytmów niere-
kursywnych ze stałym oknem pomiarowym (w tym przypadku bardzo 
krótkim). Przyjęcie wąskiego okna prowadzi do niekorzystnej charakte-
rystyki częstotliwościowej. Korzyści występują jednak po stronie szybko-
ści uzyskania wyniku, a ponadto, różniczkowanie sygnału pozwala także 
odwzorować niektóre nieharmoniczne składowe sygnału, co jest niekiedy 
ważną cechą tego podejścia [15]. 

4.3.4 Zastosowanie opóźnienia sygnału 

Składowe ortogonalne można także otrzymać przez kombinację sygnału 
bezpośredniego i opóźnionego. Struktura takiego sposobu przetwarzania 
jest pokazana na rys. 4.12. Filtr F  służy do modyfikacji właściwości czę-

stotliwościowych al-
gorytmu. W celu okre-
ślenia podstawowych 
zależności rozpatruje 
się przypadek, gdy nie 
ma filtru F . Wów-
czas, na podstawie 
związków pomiędzy 
sygnałami 1x  i 2x  (rys. 
4.3), otrzymuje się: 

 1)'()'()'( 21   jFjHjH , 

 )()(1 kykx  , )()(2 mkykx  ,  (4.59) 

 0)'(1  , )'(')'(2   am , 

gdzie: m  — liczba próbek opóźnienia. 

Składowe ortogonalne są określone na podstawie (4.12), gdzie 

11 a , 
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)(cos

'
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 . (4.60) 
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   Rys. 4.12. Struktura estymatora sygnału zespolonego 
z wykorzystaniem opóźnienia 
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Funkcja przejścia estymatora przyjmuje następującą postać w prze-
strzeni Z 
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zamzHzHzH

m

sc 
 
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lub: 
)sin(
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HHH
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
 jj eejjjjj


 , (4.63) 

jako transformata widmowa. 

Charakterystyka częstotliwościowa estymatora (4.61) dla opóźnienia 
2m  przy liczbie próbek w okre-

sie 20N  i częstotliwości projek-
towej 1'

0   (podstawowa har-
moniczna) jest pokazana na rys. 
4.13. 

Włączając do rozpatrywanego 
schematu filtr F  można uzyskać 
estymator o lepszych właściwo-
ściach widmowych. Pokazane to 
zostanie dla przypadku pełnoo-
kresowego filtru kosinusowego 
(3.40) z zastosowaniem przesu-
nięcia o 1/4 okresu, czyli dla 

4/Nm   (przesunięcie fazowe o 
2/  dla pulsacji znamionowej). Szeregowe połączenie filtru kosinuso-

wego z układem jak na rys. 4.12 daje następującą transformatę widmową 
estymatora (porównaj (3.48)): 
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Obwiednie estymatora są określone następująco: 
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Rys. 4.13. Charakterystyka częstotliwo-
ściowa estymatora amplitudy z opóźnie-

niem sygnału o 2m  próbki; 20N  
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Wyrażenie dla )(B  ma znak 
ujemny pomiędzy pierwiastkami 
w prawej części równania (wów-
czas powinien być wzięty moduł 
z różnicy tych pierwiastków). 
Przebiegi funkcji )'(A  oraz 

)'(B  są pokazane na rys. 4.14. 

Powyższy estymator składo-
wych ortogonalnych ma prostą 
strukturę i niezłe właściwości 
częstotliwościowe. Ponadto, w 
dużym stopniu jest odporny na 
zakłócenia w postaci składowej 
aperiodycznej (patrz p. 5.4). 

4.3.5 Zastosowanie obserwatora stanu 

Stosowane w algorytmach zabezpieczeń elektroenergetycznych sygna-
łowe modele zmiennych stanu są bezpośrednio powiązane ze składo-
wymi ortogonalnymi sygnału. Oznacza to, że użyteczne składowe har-
moniczne są reprezentowane przez swoje składowe ortogonalne. Analiza 
częstotliwościowa tych algorytmów może być zatem prowadzona w spo-
sób podobny do podanego wyżej. 

Dla uproszczenia, rozważania ograniczone są do obserwatorów z mo-
delem niezależnym od czasu. Funkcja przejścia obserwatora stanu jest 
określona przez (3.172). Wektor )'( jh  zawiera pary funkcji przejścia dla 
poszczególnych harmonicznych odzwierciedlonych w modelu. Znając 
funkcje przejścia estymatorów dwóch składowych ortogonalnych można 
łatwo określić wypadkową funkcję przejścia estymatora amplitudy. Na 
przykład, stosując widmowe charakterystyki 7-stanowego obserwatora 
stanu z Przykładu 3.4 otrzymuje się charakterystykę częstotliwościową 
amplitudy jak na rys. 4.15. W tym przypadku krzywe określające górną i 
dolną obwiednię charakterystyki nieznacznie różnią się od 

0 2 4 6 8 10
 '=/1

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
|X( ' A( '

B( '

Rys. 4.14. Charakterystyka częstotliwo-
ściowa estymatora amplitudy z jednym 

filtrem i opóźnieniem sygnału o 
4/Nm   próbek; 20N   
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częstotliwościowych charakterystyk estymatorów poszczególnych skła-
dowych ortogonalnych. (rys. 3.28). Jest to związane z tym, że w przeci-
wieństwie do filtrów o stałym oknie pomiarowym, w tym przypadku es-
tymatory składowych sinusowej i kosinusowej nie są ortogonalne w ca-
łym zakresie częstotliwości. 

4.4 Pomiar mocy 

Moc (czynna lub bierna) w automatyce elektroenergetycznej rzadko wy-
stępuje jako bezpośrednia wielkość kryterialna. Najczęściej wykorzystuje 
się znak tej wielkości do określenia kierunku przepływu mocy oraz jako 
parametr pośredni do wyznaczenia innych wielkości kryterialnych: im-
pedancji lub admitancji. Ze względu na te właśnie cechy, pomiar mocy 
odnosi się zwykle do określonej harmonicznej, najczęściej podstawowej. 
Ogólna struktura takiego estymatora jest pokazana na rys. 4.16. 

W tych warunkach moc pozorna może być określona bezpośrednio na 
podstawie wektorów napięcia i prądu. W ogólnym przypadku, gdy sy-
gnał prądu jest opóźniony o m  próbek w stosunku do napięcia (jak w 
(4.24)), otrzymuje się: 

Rys. 4.15. Charakterystyki częstotliwo-
ściowe 7-stanowego obserwatora stanu 
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  jej )()(
2
1)()()( * mkikukQkPkS , (4.66) 

gdzie * oznacza wielkość zespoloną sprzężoną, m — liczba próbek opóź-
nienia, 

'0 ma , 
N

a 2
 , 

1

0
0 '


  , 0  — częstotliwość postulowana (projek-

towa); 1'  (podstawowa harmoniczna), )(ku , )(ki  — próbki wektora 
napięcia oraz prądu, odpowiednio. 

Mnożenie przez  je  wynika stąd, że wielkości )(ku , )(ki  w (4.66) 
przedstawiają wirujące wektory i opóźniony wektor prądu należy 'przy-
spieszyć' o ten właśnie kąt. 

Podobne równanie można napisać dla przypadku, gdy opóźniony jest 
sygnał napięciowy. Zakładając, że do estymacji składowych ortogonal-
nych prądu i napięcia zastosowane zostały filtry cyfrowe, na ich wyjściu 
uzyskuje się następujące sygnały: 

)()()( kukuku sc j , )()()( kikiki sc j . 

Dla takich sygnałów prądu i napięcia otrzymuje się następujący zbiór es-
tymatorów mocy czynnej i biernej: 
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, (4.67) 
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, (4.69) 
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Rys. 4.16. Struktura estymatora mocy 
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, (4.70) 
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1)( mkikukimkukP scsc 
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, (4.71) 
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sin2

1)( mkikukimkukQ cccc 
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
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, (4.72) 

  )()()()(
sin2

1)( kimkumkikukP cscs 





, (4.73) 

  )()()()(
sin2

1)( mkikukimkukQ ssss 





. (4.74) 

Wyrażenia (4.67)-(4.70) są poprawne dla 4/Nm  , podczas gdy (4.71)-
(4.74) — dla 0m  (jeśli ograniczyć rozważania tylko do opóźnień w gra-
nicach połowy okresu podstawowej harmonicznej). Jeśli wyeliminować 
opóźnienie, to powyższe zależności zredukują się do znanych wyrażeń 

  )()()()(
2
1)( kikukikukP sscc  , (4.75) 

  )()()()(
2
1)( kikukikukQ sccs  . (4.76) 

Można ponadto zauważyć, że w (4.72) oraz (4.74) występują te same skła-
dowe, a zatem odpowiednie zależności można zredukować do następu-
jącego związku 

  )()()()(
sin2

1)( mkikukimkukQ 





, (4.77) 

gdzie: )(ku , )(ki  przedstawiają próbki sygnału, odpowiednio, prądu lub 
napięcia. 

Jeśli do estymacji składowych ortogonalnych prądu i napięcia zastoso-
wano algorytm korelacyjny, to w wyniku uzyskuje się stacjonarne wek-
tory o następującej postaci: 

)()()( kUkUkU sc j , )()()( kIkIkI sc j . 

Aby w tym przypadku skorzystać z ogólnej metody określania mocy z 
zastosowaniem opóźnienia wektora prądu lub napięcia, jak w (4.66), nie 
trzeba już dokonywać korekcji fazy sygnału. Zatem, zależność (4.66) 
przyjmuje teraz następującą postać: 
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 )()(
2
1)()()( * mkIkUkQkPkS  j . (4.78) 

Na bazie tego równania można otrzymać estymatory mocy biernej i 
czynnej analogicznie do (4.67)-(4.70). Na przykład, zależności (4.67)-(4.68) 
prowadzą do: 

   2/)()()()()( kImkUmkIkUkP sscc  , (4.79) 

   2/)()()()()( mkIkUkImkUkQ cssc  , (4.80) 

co dla 0m  jest równoważne zależnościom (4.75)-(4.76). 

W celu uzyskania estymatorów analogicznych do (4.71)-(4.74) na bazie 
algorytmów korelacyjnych, należy uzyskane wektory obrócić o kąt równy 
opóźnieniu o m  próbek, na przykład dla napięcia: 

     jj eje )()()()( mkUmkUmkUmkU sc
m

d . (4.81) 

Uwzględniając to, otrzymuje się następującą postać zależności (4.71)-
(4.72): 
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cccc  (4.83) 

Powyższe równania wynikają z relacji pomiędzy wektorami prądu i 
napięcia. Przy wyborze algorytmu pomiaru mocy należy się kierować 
wymaganiami co do jego prostoty i właściwości częstotliwościowych. Na 
przykład, w przypadku stosowania metody korelacyjnej do estymacji 
składowych ortogonalnych, nie ma poważnych argumentów przeciwko 
stosowaniu estymatorów (4.79)–(4.80). Właściwości dynamiczne i wid-
mowe uzyskanych algorytmów zależą od użytych metod filtracji (ortogo-
nalizacji). Poniższa analiza prezentuje właściwości niektórych estymato-
rów. 

Dotyczy ona przypadku, gdy zespolone sygnały prądu i napięcia uzy-
skuje się w wyniku zastosowanie pełnookresowej metody Fouriera. Cha-
rakterystyki częstotliwościowe estymatorów mocy czynnej i biernej 
(4.75)-(4.76), które wywodzą się z algorytmów pierwszej grupy (4.67)-
(4.70) są pokazane na rys. 4.17. Założono przy tym, że sygnały prądu i 
napięcia są określone przez następujące funkcje: 
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),'cos()(

),'cos()(






akUku

akIki
 (4.84) 

gdzie 1/'   , Na /2 , 20N  oraz 2UI , 6/  . 

Można zauważyć, że w przeciwieństwie do algorytmu pomiaru mocy 
biernej, wynik pomiaru mocy czynnej zależy od chwilowej fazy sygnału. 
Podobnie jak w niektórych estymatorach amplitudy, wartość estymowa-
nej mocy, w ogólnym przypadku, zmienia się wraz ze zmianą chwilowej 
fazy sygnału prądu lub napięcia w zakresie wyznaczonym przez obwied-
nie )'(AP  oraz )'(BP . Ustalony rezultat nie zmienia się w czasie (zgod-
nie ze zmianą chwilowej fazy sygnałów wejściowych) jedynie w wybra-

nych punktach częstotliwości. 
Charakterystyki częstotli-

wościowe estymatorów drugiej 
grupy (4.71), (4.72) przy tych 
samych wymuszeniach i wpro-
wadzonym opóźnieniu o m=2 
próbki są pokazane na rys. 4.18. 
W tym przypadku estymatory 
mają charakterystykę częstotli-
wościową niezależną od czasu 
(chwilowej fazy). Właściwość 
ta może być wykorzystana do 
budowy algorytmów odpor-
nych na zmianę częstotliwości 
(patrz p. 5.5). 
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Rys. 4.18. Charakterystyka częstotliwo-
ściowa estymatorów mocy uzyskanych 
przez opóźnienie sygnałów napięcia i 

prądu o 2m  próbki 
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Rys. 4.17. Charakterystyka częstotliwościowa estymatora mocy czynnej (a) 
i biernej (b)
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Podobne zależności można uzyskać dla pozostałych estymatorów 
(4.67)-(4.74). 

4.5 Pomiar parametrów obwodu zwarciowego 

W większości przypadków zwarć w elementach systemu elektroenerge-
tycznego można przyjąć, że dostatecznie dobrą reprezentację pętli zwar-
ciowej uzyskuje się zakładając, że jest to obwód szeregowy RL . Odległość 
do miejsca zwarcia można wówczas oszacować na podstawie znajomości 
tych właśnie parametrów obwodu. 

W zabezpieczeniach cyfrowych stosuje się jeden z dwóch typów algo-
rytmów pomiaru parametrów pętli zwarciowej. W pierwszym z nich pa-
rametrami obwodu są składowe impedancji LRZ j , która jest w kla-
syczny sposób określona jako iloraz wektorów napięcia i prądu. Pewna 
modyfikacja tej metody polega na tym, że wektory napięcia i prądu za-
mienione są przez transformaty Fouriera tych wielkości (uzyskane z prze-
biegów chwilowych w wyniku stosowania DPF). Otrzymana w ten spo-
sób impedancja jest funkcją częstotliwości. 

W drugim przypadku nieznane wielkości: rezystancja i indukcyjność 
są parametrami równań stanu przejściowego w modelu obwodu zwar-
ciowego. Do rozwiązywania tych równań stosuje się różne techniki nu-
meryczne. 

4.5.1 Model stanu ustalonego 

W warunkach ustalonych, dla danego wektora prądu zwarciowego i  

oraz wektora spadku napięcia u  na pętli zwarciowej, impedancja jest 
określona następującą zależnością: 

 XR
ii
uu

i
uZ

sc

sc j
j
j





 , (4.85) 

skąd otrzymuje się bezpośrednio składowe impedancji 

 22
sc

sscc

ii
iuiu

R



 , 22
sc

sccs

ii
iuiu

X



 . (4.86) 

Składowe te można uzyskać także z następujących alternatywnych zależ-
ności: 
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 2
2
I
PR  , 2

2
I
QX  , (4.87) 

gdzie: QP,  — moc czynna i bierna, I  — amplituda prądu. 

Stosując odpowiednie estymatory wektorów napięć i prądów w (4.86) 
oraz mocy w (4.87) można uzyskać różne algorytmy pomiaru impedancji. 
W systemie trójfazowym należy rozpatrywać odpowiednie zależności w 
odniesieniu do zwarć międzyfazowych i zwarć doziemnych [40], [42]. Na 
przykład, dla przypadku zwarcia L1-E z Przykładu 3.6, impedancja pętli 
zwarciowej jest określona następująco 
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1 , (4.88) 

gdzie: AA iu ,  — prąd i napięcie fazy L1, 

 321 LLLN iiii  , (4.89) 
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'
1Z , '

0Z  —jednostkowe impedan-
cje składowej zgodnej i zerowej (

km/ ). 

Estymaty rezystancji i reak-
tancji pętli zwarciowej dla zwar-
cia L1-E w odległości 1/3 długo-
ści linii przez rezystancję 5,0  
(rys. 1.3) są pokazane na rys. 
4.19. Wektory napięcia i prądu są 
uzyskane w wyniku zastosowa-
nia filtrów Kalmana jak w Przy-
kładzie 3.6 (model dwustanowy 
dla napięcia i trójstanowy dla 

prądu). Trajektoria estymaty impedancji jest pokazana na rys. 4.20. 

4.5.2 Zastosowanie modelu pętli zwarciowej 

Ten rodzaj algorytmów wywodzi się z modelu pętli zwarciowej, w któ-
rym parametry modelu są związane z prądem i napięciem obserwowa-
nym w punkcie pomiarowym. Zakłada się, że nadzorowany element 
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Rys. 4.19. Rezultat pomiaru impedancji 
dla zwarcia L1-E w linii trójfazowej 



4.5 Pomiar parametrów obwodu zwarciowego 257 

może być przedstawiony w postaci modelu o stałych skupionych. W celu 
ilustracji rozpatruje się ob-
wód RL reprezentujący pętlę 
zwarciową (rys. 4.21), w któ-
rym napięcie )(tu  i prąd )(ti  
są powiązane następującym 
równaniem (rezystancja 
zwarcia FR  jest tu pomi-
nięta): 

 
dt

tdiLtRitu )()()(  . (4.91) 

W zabezpieczeniu cyfrowym parametry R oraz L można określić na wiele 
sposobów [1], [22], [38]. Oto niektóre z nich. 

Najbardziej podstawowa metoda rozwiązania (4.91) polega na zastą-
pieniu różniczkowania przez odpowiednią formułę numeryczną. Stąd: 

      LtiDRtiAtuA daa )()()(  , (4.92) 

gdzie: .A  — operator interpolacji, .D  — operator numerycznego róż-
niczkowania, at , dt  — czas odniesienia (środek przedziału) operacji 
aproksymacji i różniczkowania. 
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Rys. 4.20. Trajektoria impedancji dla zwarcia L1-E w odległości 1/3 długości  
linii 
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Rys. 4.21. Model pętli zwarciowej 
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Operacje interpolacji i różniczkowania w (4.92) powinny mieć to samo 
opóźnienie grupowe. Na przykład, przyjmując dwupunktowe operacje 
różniczkowania i interpolacji otrzymuje się* 
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





, (4.93) 

gdzie: T — okres próbkowania oraz 2/Tttt kda  . 

Wartości R oraz L można uzyskać przez rozwiązanie układu równań 
(4.92) zapisanych dla dwóch punktów przesuniętych w czasie o okres mt  
( da tt  ) 
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 (4.94) 

skąd otrzymuje się następujące estymatory: 
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Warto pamiętać, że jeżeli powyższe estymatory są stosowane w sieci o 
pulsacji znamioniowej 1 , to należy odpowiednio przeskalować opera-
tory różniczkowania i interpolacji (p. 4.3.3). 

Stosując w powyższych zależnościach najkrótsze okno pomiarowe 
uzyskuje się wynik na podstawie trzech kolejnych próbek sygnału prądu 
i napięcia. Należy jednak pamiętać, że różniczkowanie numeryczne jest 
bardzo wrażliwe na zakłócenia i przy krótkim oknie pomiarowym algo-
rytm może dawać bardzo niestabilny wynik. Dlatego w praktycznych 
rozwiązaniach stosuje się filtrację wstępną sygnałów lub końcową uzy-
skanego wyniku. 

Używając do wstępnej filtracji dwa filtry o różnym przesunięciu fazo-
wym (dwa do napięcia i dwa do prądu — rys. 4.22) otrzymuje się intere-
sujący algorytm, w którym, w miejsce dwóch, przesuniętych w czasie 
próbek sygnału, stosuje się dwa sygnały uzyskane w rezultacie różnego 
przesunięcia fazowego [28]. W tym przypadku algorytm (4.96) przyjmuje 
następującą formę: 

 
* Formuła (4.93) jest równoważna zastosowaniu metody trapezów do rozwią-

zywania równania różniczkowego (4.91). 



4.5 Pomiar parametrów obwodu zwarciowego 259 

 
       
       )()()()(

)()()()(
kiDkiAkiDkiA
kiDkuAkiDkuAR

scsc

cssc




 , (4.97) 

 
       
       )()()()(

)()()()(
kiDkiAkiDkiA
kuAkiAkuAkiAL

scsc

sccs




 , (4.98) 

gdzie: indeksy napięcia i prądu odpowiadają sygnałom wyjściowym fil-
trów wstępnych, jak na rys. 4.22. 

Podobne podejście można zastosować w odniesieniu do zwarć mię-
dzyfazowych, gdzie składowe ortogonalne można otrzymać w wyniku 
przekształcenia fazowego układu współrzędnych do składowych   
(Algorytm 4.1) [1]. 

Należy zauważyć, że w przeciwieństwie do metody bazującej na po-
miarze impedancji, model procesu (4.91) przyjęty w powyższej metodzie, 
jest odpowiedni również dla stanu przejściowego (jeśli tylko założenia co 
zasadności reprezentacji pętli zwarciowej w postaci obwodu RL są speł-
nione). Składowa aperiodyczna w sygnale prądu nie jest wówczas źró-
dłem błędu pomiarowego (p. 5.4). 

Dokładność estymacji może być poprawiona, gdy w miejsce dwóch 
równań (4.93) zastosuje się większą ich liczbę. Rozwiązanie takiego 
układu równań można uzyskać za pomocą MNK [4]. Przy założeniu, że 
zależność (4.93) będzie powtórzona dla M kolejnych próbek prądu i na-
pięcia, otrzymuje się następujące równanie pomiarowe: 
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Rys. 4.22. Struktura algorytmu pomiaru impedancji ze wstępną filtracją 
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lub w formie macierzowej 

 xIu   , (4.100) 

gdzie: 

  TMkMkkkkk uuuuuu   1211 ...u , (4.101) 
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Wektor poszukiwanych parametrów określa zatem następująca zależ-
ność: 
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którą należy rozwiązywać w każdym kroku próbkowania. 

Inny sposób otrzymywania parametrów RL  schematu zastępczego ob-
wodu zwarciowego polega na określeniu całki wyrażenia (4.91) w dwóch 
różnych przedziałach: 0t  – 1t  oraz 2t  – 3t  [24]: 
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W przypadku algorytmów numerycznych, powyższe równania są aprok-
symowane zgodnie z przyjętą metodą całkowania numerycznego. Można 
sprawdzić, że stosując metodę trapezów dla trzech kolejnych punktów w 
(4.106) otrzymuje się algorytm zgodny z (4.93) zapisany dla tych samych 
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punktów. W ogólnym przypadku, dokładność obliczenia parametrów R  
oraz L  zależy od szerokości przedziału całkowania. Należy zauważyć, że 
całkowanie (sumowanie) odpowiednio modyfikuje właściwości użytej 
metody. W szczególności, jeśli długość przedziału całkowania pokrywa 
się z okresem określonej harmonicznej, to jej obecność w sygnale wejścio-
wym nie wpływa na wynik estymacji [11]. 

W przypadku linii trójfazowej równanie (4.91) należy określić w od-
niesieniu do wielkości występujących w obwodzie zwarciowym. Dla 
zwarcia doziemnego odpowiednie równanie ma następującą postać [10], 
[11]: 
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gdzie: )(tip  — prąd w zwartej fazie, )(0 ti  — prąd kolejności zerowej, '
0R

, '
1R  — względna rezystancja linii dla składowej zerowej i zgodnej, '

0L , '
1L  

— względna indukcyjność dla składowej zerowej i zgodnej. 

Podstawiając w (4.107): 

 '
1RkR R ,  '

1LkL L , (4.108) 

otrzymuje się: 

 
dt

tdiktiktu L
LRR

)()()(  , (4.109) 

gdzie: 

   )()()( 0
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1

'
1 tiRRtiRti pR  , (4.110) 

   )()()( 0
'
0

'
1

'
1 tiLLtiLti pL  . (4.111) 

Współczynniki Rk  oraz Lk  przedstawiają odległość do miejsca zwarcia 
określoną na podstawie, odpowiednio, rezystancji i indukcyjności ob-
wodu zwarciowego. Na rys. 4.23 pokazane są przebiegi estymat odległo-
ści Rk  oraz Lk  dla zwarcia L1-E w 1/3 długości linii (53 km od punktu 
pomiarowego) przez rezystancję 5,0  (rys. 1.3). Estymacja została prze-
prowadzona zgodnie z algorytmem (4.104) z oknem pomiarowym o sze-
rokości M=5 próbek (N=20 próbek w okresie). Można zauważyć, że Lk  
osiąga stałą wartość bardzo bliską rzeczywistej odległości już po kilku 
milisekundach od momentu zwarcia, podczas gdy Rk  zmienia się w 
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dużych granicach i ustala się na 
poziomie różnym od wartości po-
prawnej z powodu występującej 
rezystancji zwarcia FR . 

Na zakończenie można sfor-
mułować następujące wnioski 
charakteryzujące impedancyjne 
algorytmy pomiaru odległości do 
miejsca zwarcia: 
-algorytmy wykorzystujące rela-
cje pomiędzy wektorami prądu i 
napięcia są w dużym stopniu sta-
bilne i dają dobre rezultaty w 

przypadku, gdy w przebiegach zwarciowych jest mała zawartość nie-
stacjonarnych lub nieharmonicznych składowych prądu i napięcia; 

- algorytmy wywodzące się z modelu RL  pętli zwarciowej wykorzy-
stują więcej informacji zawartej w sygnale wejściowym zabezpieczenia 
(składowa aperiodyczna jest tu częścią sygnału użytecznego) i dlatego 
są zazwyczaj dokładniejsze, choć mniej odporne na zakłócenia wyso-
koczęstotliwościowe; odpowiednie modyfikacje pozwalają jednak zre-
dukować tę niedogodność. 

4.6 Estymacja składowych symetrycznych 

Przekształcenia układu współrzędnych są często stosowane w analizie 
systemu trójfazowego jako sposób uproszczenia zagadnienia lub wyróż-
nienia określonego zjawiska. W tym celu model sieci trójfazowej (lub 
większej liczby faz) przedstawiony w naturalnym układzie współrzędnych 
(współrzędnych fazowych) jest transformowany do innego układu 
współrzędnych (układu współrzędnych modalnych) z zachowaniem 
określonych relacji energetycznych. Ogólna postać takiego przekształce-
nia jest następująca 

 fm Txx  , (4.112) 

gdzie: fx — wektor wielkości fazowych (w układzie współrzędnych na-

turalnych), mx  — wektor wielkości modalnych (w modalnym układzie 
współrzędnych), T — macierz transformacji. 
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Dalsze rozważania zostaną ograniczone do układu trójfazowego, gdy 
wektory w (4.112) mają wymiar ( 13 ). Należy zauważyć, że wielkości re-
prezentowane przez te wektory mogą mieć różnorodny charakter. Na 
przykład, wektor trójfazowych sygnałów zespolonych można przedsta-
wić za pomocą jednego z następujących modeli ciągłych: 
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 (4.113) 

gdzie, w tym przypadku, wielkości oznaczone dużymi literami odnoszą 
się do wartości skutecznych. 

Założono przy tym, że prędkość kątowa wszystkich sygnałów fazowych 
jest jednakowa. Przekształcenie (4.112) może dotyczyć różnych wielkości 
modelu (4.113), związanych z trójfazowym układem współrzędnych. 
Najszersze zastosowanie znalazło przekształcenie składowych syme-
trycznych, między innymi, ze względu na jego przydatność do analizy 
obwodów zwarciowych. W niektórych przypadkach wygodniej jest sto-
sować zaproponowane przez Edith Clarke przekształcenie 0, ,  , znane 
również jako przekształcenie Clarke, którego macierz przekształceń ma 
współczynniki rzeczywiste [5]. 

Sens stosowania przekształcenia układu wielofazowego do nowego 
systemu współrzędnych uwidacznia się najlepiej w odniesieniu do para-
metrów układu. Równanie obwodu trójfazowego ze sprzężeniami mię-
dzyfazowymi ma następującą formę 

 fff iZu  , (4.114) 

gdzie: 
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Jeśli wektory prądu i napięcia zostaną przekształcone zgodnie z (4.112), 
to otrzymuje się 

 mfm iTTZu 1 , (4.115) 

gdzie: 

 mf ZTTZ 1 . (4.116) 
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Celem przekształcenia (4.115) jest, najczęściej, uzyskanie diagonalnej 
postaci macierzy mZ . Wówczas wielofazowy układ sprzężony prze-
kształca się w diagonalny układ modalny z niezależnymi ‘fazami’ (mo-
dami). Warunek istnienia przekształcenia (4.116) jest zazwyczaj speł-
niony w odniesieniu do praktycznie spotykanych układów. W szczegól-
ności, macierz przekształceń T  jest zawsze nieosobliwa w przypadku sy-
metrycznej macierzy parametrów fZ  [12]. 

Przekształcenie składowych symetrycznych, w ogólnym przypadku, 
odnosi się do zespolonych sygnałów w układach wielofazowych. W przy-
padku dyskretnego modelu układu trójfazowego z fazą 1L  wybraną jako 
fazą odniesienia, jest ono określone następująco [23]: 
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gdzie: 
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przy czym, macierze przekształceń 
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Składowe symetryczne mają prostą interpretację geometryczną: skła-
dowa zerowa )(0 kx  jest wartością średnią zespolonych sygnałów fazo-
wych, składowa zgodna )(1 kx  reprezentuje sygnał zespolony o dodatnim 
kierunku wirowania (wektor zespolony obraca się w kierunku zgodnym 
), a składowa przeciwna )(2 kx  — w kierunku przeciwnym. 

W analizie stanów ustalonych często korzysta się z przekształcenia 
składowych symetrycznych w odniesieniu do symbolicznej reprezentacji 
sygnałów fazowych (składowe symetryczne w postaci symbolicznej). 
Wówczas relacja (4.112) przybiera następującą formę: 
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Estymator składowych symetrycznych można otrzymać wprost z 
(4.117) gdy znane są składowe ortogonalne sygnałów fazowych. Jeśli, w 
ogólnym przypadku: 

iyiiyixi xxxxx jj  , 

gdzie: i =0, 1, 2 lub odpowiednio, i = 1L , 2L , 3L , 

to związek (4.117) można zapisać w następującej postaci 

 abcxSx 1012  , (4.121) 

gdzie: 
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Struktura algorytmu jest pokazana na rys. 4.24. Składowe ortogonalne sy-
gnałów fazowych mogą być określone za pomocą jednej z prezentowa-
nych wcześniej metod. 

Algorytm może być znacznie zredukowany, jeśli okres próbkowania 
zostanie tak dobrany, aby wielokrotność kątów pomiędzy m  kolejnymi 
próbkami dała przesunięcie równe kątowi 3/2  [1], [34], [38]. Wówczas 
można stosować algorytm rekursywny (3.60) - (3.65) w odniesieniu do 
wielkości fazowych w (4.117), co prowadzi do następującego związku 
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)()()( Nkxkxkx lll   — w przypadku algorytmu pełnookresowego, 
)2/()()( Nkxkxkx lll   — w przypadku algorytmu półokresowego, 

l — oznaczenie fazy ( 1L , 2L  lub 3L ), 

3/2am , m  - całkowite. 

Składowa zerowa może być określona przez bezpośrednie sumowanie 
sygnałów fazowych dostępnych pomiarowo (rzeczywistych): 

 
3

)()()()( 321
0

kxkxkxkx LLL 
 , (4.123) 

skąd, przez ortogonalizację, można już łatwo uzyskać postać zespoloną 
)(0 kx . 

Podobnie, jeśli tylko należy określić składową zgodną i przeciwną, to 
wygodnie jest stosować algorytm wykorzystujący koncepcję wektora prze-
strzennego [9], [16]. Składowe wektora przestrzennego Sx  systemu trójfazo-
wego są określone przez następujące przekształcenie wielkości fazowych 
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gdzie: a  — jak w (4.118). 
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Rys. 4.24. Struktura estymatora składowych symetrycznych 
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Przekształcenie (4.124) uzupełnione o składową zerową (4.123) tworzy 
razem przekształcenie 0, ,   (Clarke) fazowych wielkości rzeczywi-
stych 
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lub zespolonych 
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Przez porównanie (4.117) i (4.124) można sprawdzić prawdziwość nastę-
pującego związku 

 )()()()( *
21 kxkxkxkx   j . (4.127) 

W końcu, aby znaleźć powiązanie pomiędzy składowymi symetrycz-
nymi i zespoloną postacią składowych 0, ,  , należy wielkości fazowe 
w (4.126) przedstawić w postaci składowych symetrycznych. Prowadzi to 
do następującego przekształcenia 
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Istotne są tu zależności dla składowej zgodnej i przeciwnej 
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Powyższe przekształcenie pozwala sformułować następujący algo-
rytm. 
Algorytm 4.1. Algorytm estymacji składowych symetrycznych zgodnej i 

przeciwnej na podstawie pomiaru wielkości fazowych układu 
trójfazowego.  

 Na podstawie (4.125) określić składowe )(kx  oraz )(kx  

 

 

1 2 3

2 3

1( ) 2 ( ) ( ) ( ) ,
3

3( ) ( ) ( ) .
3

L L L

L L

x k x k x k x k

x k x k x k





  

 
 

 Stosując jedną z metod ortogonalizacji przekształcić sygnały )(kx  oraz 
)(kx  do postaci zespolonej )(kx  oraz )(kx  . 

 Za pomocą zależności (4.129) określić poszukiwane składowe syme-
tryczne. □ 

Właściwości estymatora określonego przez powyższy algorytm są 
identyczne z właściwościami estymatora (4.121), jednak jego stosowanie 
może być prostsze, gdy obliczane są tylko dwie składowe: )(1 kx  oraz 

)(2 kx . Struktura algorytmu jest pokazana na rys. 4.25. Cechy estymatora 
zależą od użytej metody ortogonalizacji składowych )(kx , )(kx . Cha-

rakterystyki częstotliwościowe estymatorów składowej zgodnej i prze-
ciwnej dla przypadku, gdy do ortogonalizacji zastosowano pełookresową 
metodę Fouriera są pokazane na rys. 4.26. Warto zauważyć, że w tym 
przypadku, racjonalnie jest analizować charakterystykę częstotliwo-
ściową w przedziale )2/..2/( NN . Ponadto, uzyskana charakterystyka 
częstotliwościowa jest niezależna od fazy sygnału w pełnym zakresie 
zmian częstotliwości*. Reprezentacja analityczna odpowiednich funkcji 
określających estymaty może być łatwo otrzymana przez odwołanie się 

 
* Jest to słuszne dla układu jednorodnego, gdy: |XL1|=|XL2|=|XL3| 
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Fig. 4.25. Struktura estymatora składowej zgodnej i przeciwnej 
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do przedstawienia sygnałów systemu trójfazowego w postaci zespolonej. 
W przypadku symetrycznego wymuszenia harmonicznego o częstotliwo-
ści względnej '  otrzymuje się 

 

 

 ,
2

)()()(

,
2

)()()(

)()(
''

2

)()(
''

1

'''

'''



















ak

ak

BAXkx

BAXkx

jj

jj

ee

ee
 (4.130) 

przy czym, na podstawie (4.20) można napisać następujące zależności 
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, (4.131) 

co oznacza, że charakterystyki częstotliwościowe tych estymatorów są 
uśrednionymi charakterystykami (wartość średnia obwiedni górnej i dol-
nej) użytych filtrów. 

W przypadku, gdy do ortogonalizacji zostanie zastosowany obserwa-
tor stanu, przekształcenie (4.129) może być zrealizowane przez odpo-
wiednie ukształtowanie modelu pomiarowego. Model stanowy składo-
wych symetrycznych zgodnej i przeciwnej ma wówczas następującą 
formę [26]: 
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xCy
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 (4.132) 

gdzie:  Tk 2112 )( xxx   — wektor stanu reprezentujący modele zespo-
lone składowej zgodnej i przeciwnej, )(ky  — wektor pomiarów jak w 
(3.162), 
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Rys. 4.26. Charakterystyki częstotliwościowe estymatorów składowej  

zgodnej (a) oraz składowej przeciwnej (b) 
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A , (4.133) 

przy czym, macierze A1  oraz A 2  określają modele składowej zgodnej i 
przeciwnej; w przypadku dwustanowego modelu każdej składowej 
otrzymuje się: 
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21 AA , (4.134) 

   










1010
0101

2112 CCC . (4.135) 

Można zauważyć, że na wyjściu systemu znajdują się dwie składowe 
wektora przestrzennego x , x , które należy określić zgodnie z (4.125). 
Struktura macierzy pomiaru 12C  wynika bezpośrednio z (4.124). 

Szczegółowy model systemu zależy od sposobu reprezentacji składo-
wych zgodnej i przeciwnej. Można tu stosować podobne reguły jak w 
przypadku klasycznego obserwatora do estymacji składowych ortogo-
nalnych sygnału. Obserwator stanu systemu (4.132) ma następującą 
formę [26]: 

  )(ˆ)()(ˆ)1(ˆ 1212121212 kkkk xCyKxAx  , (4.136) 

gdzie )(ˆ 12 kx  — estymata wektora )(12 kx , K  — macierz wzmocnienia. 

Struktura obserwatora (4.136) jest pokazana na rys. 4.27. 
Synteza obserwatora (4.136) może być prowadzona w podobny spo-

sób, jak to ma miejsce w przypadku obserwatora pojedynczego sygnału. 
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Rys. 4.27. Schemat blokowy obserwatora składowych symetrycznych 
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W tym przypadku jest to jednak system wielowyjściowy i procedura 
określania macierzy wzmocnienia K  powinna być odpowiednio zmie-
niona [26], [26]. 

Przykład 4.2. Zaprojektować obserwator do estymacji składowych syme-
trycznych zgodnej i przeciwnej. Przyjąć, że modele sygna-
łowe obu składowych (zgodnej i przeciwnej) są reprezento-
wane przez pierwszą i trzecią harmoniczną oraz stałą zanika-
jąca wyrażoną przez trzy pierwsze wyrazy rozkładu funkcji 
wykładniczej w szereg Taylora. 

Wektor stanu można przedstawić w następującej postaci 
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Macierz stanu dla obu składowych przybiera następującą postać 
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Macierz pomiarów 12C  utworzona jest z dwóch następujących podmacierzy 
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Macierz wzmocnienia K  może być określona zgodnie z warunkiem (3.175). 
Przyjmując następujące macierze wagowe 

 12322551232255diagQ , 
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otrzymuje się: 
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
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055,0247,0543,0077,0001,0046,0113,0000077,0001,0046,0113,0
000001,0077,0113,0046,0055,0247,0543,0001,0077,0113,0046,0

K

Charakterystyki częstotliwościowa estymatorów składowej zgodnej i przeciwnej 
są pokazane na rys. 4.28. Zaprojektowany obserwator został zastosowany do es-
tymacji składowych symetrycznych prądu podczas dwufazowego zwarcia (L1-
L2) w systemie jak na rys. 1.3 (zwarcie w 1/3 długości linii przez rezystancję 0,5 
). Przebiegi prądów fazowych mierzonych w stacji A są pokazane na rys. 4.29a. 
Można zauważyć duże przeregulowanie wartości estymat w początkowym okre-
sie po wystąpieniu zwarcia z powodu występowania dużej składowej aperio-
dycznej. Może być ono zredukowane przez odpowiednią korekcję macierzy 
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wzmocnienia. Będzie się jednak to wiązało z wydłużeniem stanu przejściowego 
pomiaru. □ 

4.7 Pomiar częstotliwości sygnału 

Częstotliwość jest bardzo ważnym parametrem charakteryzującym stan 
systemu elektroenergetycznego. Można podać wiele funkcji sterowania 
systemem elektroenergetycznym, które opierają swoje działanie na po-
miarze częstotliwości. To między innymi: samoczynne częstotliwościowe 
odciążanie (SCO), korekcja pomiarów od zmian częstotliwości, kontrola 
stabilności, regulacja prędkości obrotowej turbin, procedury adaptacyj-
nego sterowania systemu, procedury synchronizacji generatorów, nie-
które rodzaje zabezpieczeń generatorów i transformatorów oraz inne. 
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Rys. 4.28. Charakterystyki częstotliwościowe obserwatora składowej zgodnej 

(a) oraz przeciwnej (b) 
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Rys. 4.29. Przebiegi prądów fazowych (a) oraz estymaty 

 składowych symetrycznych (b) 
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Metody numeryczne stosowane do dokładnego i szybkiego pomiaru 
częstotliwości w systemie zazwyczaj wykorzystują sygnał napięciowy. W 
celu uniknięcia wpływu dużych zakłóceń w systemie trójfazowym, ko-
rzysta się najczęściej ze składowej zgodnej napięcia. 

Ze względu na przeznaczenie, algorytmy pomiaru częstotliwości 
można podzielić na dwie kategorie: 
- algorytmy do pomiaru odchyłki częstotliwości od wartości znamiono-

wej - odnoszą się one do przypadków, gdy częstotliwość może się 
zmieniać w niewielkim zakresie (kilku Hz) w stosunku do wartości 
znamionowej; 

- algorytmy do pomiaru szerokich zmian częstotliwości, co praktycznie 
oznacza zmiany w zakresie 1)6,14,0(  , a nawet większym. 
Jeśli chodzi o sposób próbkowania sygnałów napięciowych, to stosuje 

się jedną z dwóch technik: równomierne próbkowanie z częstotliwością 
odpowiadającą N  próbkom w okresie znamionowej wartości podstawo-
wej harmonicznej lub zmienny okres próbkowania, adaptowany do aktu-
alnej prędkości kątowej sygnału. Ten ostatni sposób wymaga zastosowa-
nia odpowiedniej procedury adaptacyjnego sterowania czasem próbko-
wania. Niezależnie od tego, użyta metoda pomiaru częstotliwości może 
wymagać stosowania stałej liczby M  próbek w oknie pomiarowym. W 
innym przypadku, szerokość okna pomiarowego może być zależna od 
wartości estymowanej częstotliwości. 

Ponieważ stosowane algorytmy różnią się niekiedy w bardzo wielu 
szczegółach, poniżej przedstawione zostaną najbardziej charaktery-
styczne grupy używanych metod. 

4.7.1 Metody wykorzystujące estymatory sygnału zespolonego 

Omawiane tu algorytmy określają częstotliwość sygnału zespolonego od-
powiadającego podstawowej harmonicznej na podstawie pomiaru kata 
pomiędzy wektorami w dwóch lub większej liczbie kolejnych próbek sy-
gnału, przy czym, składowe ortogonalne tych wektorów mogą być okre-
ślone różnymi metodami (p. 4.3). 

Zakładając stałą częstotliwość próbkowania otrzymuje się wartość 
kąta Na /2  pomiędzy kolejnymi próbkami postulowanej składowej 
podstawowej. Jeśli częstotliwość obserwowanego sygnału różni się od 
wartości znamionowej o f , to jego model można zapisać następującym 
równaniem: 

   kaaXky )(cos)( , (4.137) 
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gdzie: 
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, 0fff  , (4.138) 

0f  - częstotliwość znamionowa. 

Sygnał (4.137) może być przedstawiony w postaci wykładniczej: 
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)(cos)( jj ee . (4.139) 

Poddając sygnał (4.139) przekształceniu według pełnookresowego kore-
lacyjnego algorytmu Fouriera (3.38) otrzymuje się (rys. 4.30): 
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Sygnał (4.140) można przedstawić w następującej postaci [8] 

 )12(*
21 )()()(  kakDdkDdkX je , (4.141) 

gdzie: 

a

x1(k)=xc(k)+jxs(k)

x1(k-1)=xc(k-1)+jxs(k-1)

 
Rys. 4.30. Kąt pomiędzy dwoma wektorami reprezentującymi sygnały 

zespolone w dwóch kolejnych próbkach 
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Łatwo sprawdzić, że )(kD  przedstawia wektor obracający się pomiędzy 
kolejnymi próbkami o kąt a , podczas gdy drugi składnik w (4.141) ob-
raca się w kierunku ujemnym z podwójną prędkością. Dla małych odchy-
łek częstotliwości zachodzą zależności: 12 dd   oraz aa  )sin( . Za-
tem, wyrażenie (4.141) może być zredukowane do postaci 
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Rozpatrując stosunek dwóch kolejnych próbek sygnału wyjściowego 
(4.142) 
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otrzymuje się zmianę kąta: 
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Zależność (4.144) określa estymator zmiany częstotliwości sygnału. 
Zgodnie z założeniami, można go stosować do przypadków niewielkiej 
zmiany częstotliwości w stosunku do wartości znamionowej 0f . Miara ta 
zależy jednak od długości okna pomiarowego i odpowiednia jego mody-
fikacja może znacznie zwiększyć zakres mierzonej częstotliwości [8]. W 
takim przypadku, algorytm nadąża za zmianą pulsacji stosownie adap-
tując długość okna pomiarowego. Mechanizm ten pozwala zredukować 
błąd wynikający z uproszczenia wprowadzonego w (4.142). 

Można zauważyć, że odrzucony drugi składnik w (4.141) przedstawia 
wektor o przeciwnym kierunku wirowania. Uproszczenie polega zatem 
na pozostawieniu tylko składowej zgodnej. W odniesieniu do sygnału 
trójfazowego można to wyeliminować przez zastosowanie wcześniejszej 
filtracji składowej zgodnej. Dla przypadku sygnału trójfazowego relacja 
(4.139) przybiera następującą postać: 
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Stosując Algorytm 4.1 do określenia składowej zgodnej, w pierwszym 
kroku, na podstawie wielkości trójfazowych (4.145), otrzymuje się skła-
dowe wektora przestrzennego )(kxS  
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Poddając sygnały (4.146) ortogonalizacji za pomocą pełnookresowej 
metody Fouriera uzyskuje się zależności podobne do (4.141): 
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Zgodnie z (4.129), składowa zgodna systemu trójfazowego (4.145) jest 
określona następująco: 
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Odchyłka częstotliwości może być następnie określona według tej sa-
mej zasady, jak w przypadku sygnału jednofazowego. Znając wektor 
(4.148) dla dwóch kolejnych próbek, kąt a  pomiędzy nimi można także 
określić na podstawie następującego związku [21]: 
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 (4.149) 

co pozwala określić odchyłkę częstotliwości 

 
a
aff 

 0 . (4.150) 
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Ponieważ kąt a  jest na ogół mały, więc można tu korzystać z uprosz-
czonej reprezentacji (4.149) 

 
22

tan aa 



. (4.151) 

Zależność (4.149) nie daje informacji o znaku odchyłki częstotliwości. 
Można ją jednak łatwo uzyskać z analizy wektorów użytych w tym rów-
naniu. 

Algorytmy korzystające z przekształcenia sygnałów trójfazowych są 
bardziej stabilne i odporne na zakłócenia, gdyż stosuje się w nich większą 
liczbę danych niż w przypadku jednofazowym i przez to następuje za-
zwyczaj znaczna redukcja szumów. 

Przykład 4.3. Zbadać właściwości algorytmów pomiaru częstotliwości ko-
rzystając z sygnału jednofazowego i trójfazowego. 

W przypadku, gdy dostępny jest sygnał jednofazowy, częstotliwość można okre-
ślić na podstawie zależności (4.142)–(4.144). Ostateczna postać zależności jest na-
stępująca: 

s c c s
0

c c s s

( ) ( 1) ( ) ( 1)11 arctg
( ) ( 1) ( ) ( 1)

X k X k X k X kf f
a X k X k X k X k

   
     

. 

Przyjmuje się, że składowe ortogonalne w powyższym wzorze są określane za 
pomocą pełnookresowego korelacyjnego algorytmu Fouriera. Do badania wła-
ściwości algorytmu użyty będzie następujący sygnał testowy 

( ) sin(0,98 ) ( )y k ak k  , 
gdzie )(k  jest pseudolosowym zakłóceniem o amplitudzie 0,05. 
Rezultat estymacji jest pokazany na rys. 4.31 — krzywa przerywana. Widać duże 
oscylacje w otrzymanym wyniku. 

Jeśli sygnał rozszerzyć do symetrycz-
nego sygnału trójfazowego, to można 
zastosować algorytm bazujący na skła-
dowej zgodnej (4.149). Rezultat po-
miaru częstotliwości dla tego przy-
padku jest pokazany na rys. 4.31 — 
krzywa ciągła. Tym razem wynik jest 
stabilny. Niewielkie odchylenia są re-
zultatem wprowadzonych pseudolo-
sowych zakłóceń. 
Jednym z parametrów charakteryzują-
cych właściwości estymatora częstotli-
wości jest zdolność nadążania za zmie-
niającą się częstotliwością. Na rys. 4.32 
pokazane są krzywe zmieniającej się 
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Rys. 4.31. Rezultat estymacji 
 częstotliwości 
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częstotliwości sygnału (krzywa prze-
rywana) oraz przebieg estymaty 
otrzymanej zgodnie z algorytmem, 
w którym pomiar dokonywany jest 
w oparciu o składową zgodną. Wi-
dać niewielkie opóźnienie w odpo-
wiedzi estymatora. □ 

Kolejny algorytm można uzy-
skać rozpatrując ustalony sygnał 
na wyjściu filtrów ortogonaliza-
cyjnych (4.19). Zakładając, że 
 ( )  0  (jak w przypadku orto-
gonalizacji przez opóźnienie) dla 
wymuszenia w postaci (4.137) 

otrzymuje się 

    ,)()(sin)()()(cos)(
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kaaBkaaAX
kxkxkx sc

j
j

 

  (4.152) 

gdzie: )(),(),(  BA  — charakterystyki częstotliwościowe użytych fil-
trów (4.20), (4.21). 

Składniki (4.152) zapisane dla dwóch kolejnych próbek dają następujące 
związki rekursywne: 
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 (4.153) 

Można stąd otrzymać następującą zależność 
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 , (4.154) 

na podstawie której łatwo określić odchyłkę częstotliwości. 

Częstotliwość może być także określona ze związków wynikających z 
definicji algorytmów rekursywnej estymacji składowych symetrycznych. 
Jeśli wziąć dwie kolejne próbki składowej zgodnej uzyskanej według al-
gorytmu (4.130), to: 
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 )(
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)1(

)( aa
kx

kx 


je . (4.155) 

Argument relacji (4.155) można określić w podobny sposób jak w przy-
padku algorytmu korelacyjnego ((4.144) lub (4.149)), chociaż tym razem 
wektor )(1 kx  obraca się z częstotliwością ff 0 . Podobnie, stosując za-
leżność (4.149) można określić kąt 2/)( aa  , a następnie częstotliwość 

 


0

2
Nfaaf 

 . (4.156) 

Widać stąd, że użycie algorytmu korelacyjnego w miejsce filtru w od-
niesieniu do pomiaru częstotliwości daje te same rezultaty, z tym że uzy-
skana wartość jest teraz przesunięta o wielkość 0f  (jest to częstotliwość 
funkcji korelacyjnej). Ponieważ algorytm korelacyjny może być łatwo sto-
sowany w wersji rekursywnej, więc uzyskane w ten sposób metody po-
miaru częstotliwości są zazwyczaj prostsze niż przy zastosowaniu filtra-
cji. Do estymacji składowych ortogonalnych w powyższych procedurach 
można także z powodzeniem stosować obserwator stanu. 

4.7.2 Zastosowanie algorytmu MNK 

Podstawą wykorzystania liniowego algorytmu MNK do estymacji często-
tliwości sygnału jest utworzenie modelu sygnałowego w postaci wyra-
zów rozkładu funkcji sinusoidalnej w szereg Taylora [7], [29]. Model sy-
gnału ciągłego może być zapisany w następującej postaci: 

 )2sin()2cos()2cos()( ftXftXftXty sc   , (4.157) 

gdzie: cosXX c  , sinXX s  . 

Zastępując funkcje kosinus i sinus w (4.157) przez pierwsze trzy wyrazy 
ich rozkładu w szereg Taylora w otoczeniu znamionowej częstotliwości 

of  dla czasu lt  otrzymuje się  
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 (4.158) 

gdzie: f f f  0 , co może być przedstawione w następującej formie 

 y a x a x a x a x a x a xl l l l l l l     1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 , (4.159) 



280 4 Estymacja wielkości kryterialnych 

gdzie: )cos(1 alal  , )sin(
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5 )( fXx c  ,  

2
6 )( fXx s  , 

przy czym, 
N

Tfa  22 0  ,  T  - okres próbkowania, Tltl  . 

Należy zauważyć, że współczynniki alj  są określone z pomiarów i nie 

zależą od częstotliwości. Powtórzenie zależności (4.159) dla M  kolejnych 
próbek Ml ...,,2,1 , 6M , prowadzi do układu równań, które wygodnie 
jest przedstawić w postaci macierzowej 

 yAx  , (4.160) 

gdzie: }{ ,ilaA  —  macierz 6M ,  Txxx 621 ...x  — wektor niewia-

domych, 

 TMyyy ...21y  — wektor pomiarów. 

Równanie regresji (4.160) może być rozwiązane metodą pseudoinwersji 
macierzy A  (porównaj MNK) 

   yAAAx TT 1
 . (4.161) 

Wektor x  zawiera w tym przypadku trzy niewiadome: amplitudę sy-
gnału X , jego fazę   oraz odchyłkę częstotliwości f . Ta ostatnia wiel-
kość może być wyodrębniona przez użycie jednej z następujących relacji: 
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Ponieważ wielkości x1  oraz x3  zmieniają się w czasie, więc do określenia 
poszukiwanego odchylenia częstotliwości f  należy wybrać tę relację, w 
której mianownik ma, w danej chwili, większy moduł. Z wielkościami 
tymi są bezpośrednio związane składowe ortogonalne sygnału. 

Można zauważyć, że zależność (4.161) przedstawia grupę filtrów SOI 
(w tym przypadku trzy filtry), których współczynniki są określone przez 

wiersze macierzy   TT AAA 1
. Charakterystyka częstotliwościowa przed-

stawionej metody może być analizowana przez badanie właściwości tych 
właśnie filtrów [7]. 

4.7.3 Wykorzystanie charakterystyki częstotliwościowej 
estymatorów amplitudy 

Estymator amplitudy (4.26) ma charakterystykę częstotliwościową okre-
śloną przez równanie (4.31). W stanie ustalonym zachodzi więc następu-
jąca relacja 
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W celu określenia nieznanej wartości aaa ' , powyższe równa-
nie może być zapisane dla dwóch różnych wartości opóźnienia 1m  oraz 

2m . Dzieląc obie strony uzyskanych wyrażeń otrzymuje się 
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, (4.165) 

co dla m m2 12  prowadzi do następującej zależności 
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Powyższe wyrażenie może być stosowane w przypadku, gdy skła-
dowe ortogonalne zostały określone w wyniku zastosowania algorytmu 
filtracyjnego. Użycie metody korelacyjnej (na przykład DPF) prowadzi do 
nieco bardziej skomplikowanej formuły. Przez odpowiednie podstawie-
nie rzeczywistej i urojonej części zgodnie z (4.23) do równania (4.164), 
otrzymuje się (dla 12 2mm  ) 
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)sin()()cos()(
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1)(cos
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

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gdzie: )()()()()( mkXkXmkXkXmp sccs  , 

 )()()()()( mkXkXmkXkXmq sscc  . 

Widać, że współczynniki związane z funkcjami sinus/kosinus w (4.167) 
są stałe. Istnieje wiele modyfikacji powyższej metody [20], [32]. 

Wracając do estymatora (4.26) można zauważyć, że dzięki braku za-
leżności charakterystyki częstotliwościowej od chwilowej fazy sygnału, 
można łatwo korygować wzmocnienie filtru ze zmianą częstotliwości. 
Problem ten jest omówiony w następnym rozdziale. 

4.7.4 Metody wykorzystujące model Prony’ego 

Zaproponowany w końcu osiemnastego wieku przez francuskiego mate-
matyka de Prony’ego sposób reprezentacji przebiegu )(ty  obserwowa-
nego w wybranych chwilach polega na jego aproksymacji za pomocą 
sumy funkcji sinusoidalnych o określonych amplitudach i częstotliwo-
ściach. W ogólnym przypadku, zespolony sygnał dyskretny )(ky  obser-

wowany w oknie o szerokości M  próbek może być aproksymowany za 
pomocą następującej funkcji: 

 



p

i

ks
i

iAkx
1

)( e , 1,...1,0  Mk , (4.168) 

gdzie: iii BAA j  jest zespoloną amplitudą, natomiast iiis  j  

jest zespoloną częstotliwością i -tej składowej sygnału. 

Reprezentacja sygnału w postaci zależności (4.168) nazywa się modelem 
Prony’ego. Jego identyfikacja polega na określeniu zespolonej amplitudy 

iA  oraz częstotliwości is  poszczególnych składników pi ,..2,1 . Można 
zauważyć, że model (4.168) jest nieliniowy względem tych właśnie para-
metrów. Problem ich estymacji w takim przypadku można rozwiązać sto-
sując nieliniową metodę najmniejszych kwadratów w wersji nierekur-
sywnej (p. 3.4.4) lub rekursywnej (p. 3.4.5), czy też rozszerzony filtr Kal-
mana (p. 3.6.2). Związane to jest jednak ze znacznym kosztem obliczenio-
wym (metody iteracyjne), a w przypadku dużego rozmiaru modelu mogą 
wystąpić kłopoty ze stabilnością rozwiązania. 
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Zasługą Prony’ego jest zaproponowanie sposobu rozdzielenia poszu-
kiwanych parametrów w modelu (4.168), który umożliwia kolejne (a nie 
jednoczesne) obliczenie tych wielkości. Podany poniżej szkic wyprowa-
dzenia odpowiednich zależności jest zgodny z zapisem przyjętym we 
współczesnej literaturze [19], [18]. 

Na wstępie zakłada się, że obserwowany sygnał )(ky  nie jest zakłó-

cony, a zatem poszukiwane są takie parametry modelu (4.168), dla któ-
rych )()( kykx  . Przekształcenie Z równania (4.168) prowadzi do 
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Zakłada się przy tym, że sygnał )(kx  jest równy zero poza oknem obser-
wacji o szerokości M  próbek. 

W równaniu (4.169) można zmienić kolejność sumowania, co daje nastę-
pującą zależność 
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Wyrażenie objęte wewnętrznym znakiem sumowania przedstawia sumę 
szeregu geometrycznego, którą można zastąpić znaną zależnością. Uzy-
skuje się w ten sposób następującą postać transformaty (4.169): 
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Po wykonaniu sumowania, wyrażenie (4.171) można sprowadzić do po-
staci następującego ułamka wymiernego: 
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Powyższe równanie można rozpatrywać jako opis filtru cyfrowego o 
transmitancji )(zB , w którym )(zX  jest transformatą sygnału wejścio-
wego, a )(zC  - sygnału wyjściowego: 

 )()()( zBzXzC  . (4.173) 

Jest to filtr SOI, którego funkcja impulsowa może być określona bezpo-
średnio z (4.172) 
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Podobnie może być określona transformata sygnału wyjściowego 
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 (4.175) 

Jest ona zatem reprezentowana wielomianem stopnia 1 pM , w któ-
rym współczynniki 0.. 11   Mpp ccc . 

Związek (4.173) można zapisać w dziedzinie czasu w postaci następu-
jącego równania filtru SOI 

 



p

i
ik bikxc

0

)( , 1,..,1,0  pMk . (4.176) 

Do określenia współczynników ib , pi ,..,2,1  ( 10 b ) tego filtru można 
wykorzystać fakt, że na podstawie (4.175), część próbek sygnału wyjścio-
wego jest równa zero: 0kc , 1,..,1,  Mppk . Dla tych właśnie pró-
bek zależność (4.176) prowadzi do następującego układu równań: 
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Ponieważ 10 b , więc pierwsza kolumna macierzy utworzonej z próbek 
sygnału )(kx  może być przeniesiona na prawą stronę równania (4.177). 
Po tej redukcji otrzymuje się następujące równanie 

 1xXb  , (4.178) 

gdzie: 
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Jeśli, jak założono, sygnał )(ky  nie jest zakłócony, to do wyznaczenia 

wektora b  wystarczy, aby macierz X  była kwadratowa. Do określenia p  
elementów wektora b  należy zatem wykonać pM 2  pomiarów obser-
wowanego sygnału. Jeśli przyjąć, że sygnał )(ky  jest zakłócony, to w mo-

delu (4.168) należy uwzględnić błędy pomiarowe: )()()( kvkxky  , 

)(kv  — model błędów i wówczas do rozwiązania (4.178) należy wykonać 
pM 2  pomiarów. Do określenia wektora b  można w tym przypadku 

zastosować algorytm MNK. Gdy estymacja jest prowadzona na podsta-
wie ostatnich M  próbek sygnału )(iy , 1,..,1,  Mkkki , to odpo-

wiednie równanie przyjmie następującą postać (próbki sygnału )(kx  zo-
stają teraz zastąpione przez próbki sygnału )(ky ): 

   )()()()( 1
kkkk TTT wYYYb 

 , (4.179) 

gdzie: j -ty wiersz macierzy )(kY , Lj ,..,2,1 , pL  , ma następującą 
formę: 

 )1()2(...)1()()(  jpkyjpkyjkyjkykjy , 

natomiast  TLkykykyk )1(...)1()()( w . 

Poszukiwane częstotliwości mogą być wyznaczone na podstawie 
miejsc zerowych transmitancji )(zB  (4.174). Zgodnie z (4.178), równanie 
(4.174) można zapisać następująco: 

 
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
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 
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j
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j

j
j zbzbzB

10
1)( . (4.180) 

Do określenia miejsc zerowych wielomianu )(zB  można wykorzystać 
przekształconą postać równania (4.174) 

   0.. 1
1

1
1

 



 pp

pp
p

i

s bzbzbzz ie . (4.181) 

Pierwiastki iz , pi ,..,2,1  są związane z poszukiwanymi częstotliwo-
ściami składowych sygnału )(ky  następującą zależnością 

 is
iz e , pi ,..,2,1 . (4.182) 

Po wyznaczeniu powyższych wielkości można również wyznaczyć po-
szukiwane amplitudy zespolone bezpośrednio z (4.168). 
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Na podstawie przedstawionego sposobu aproksymacji sygnału po-
wstało wiele szczegółowych metod określania częstotliwości sygnału 
[17], [18]. Na przykład, jeśli założyć, że obserwowany sygnał nie jest tłu-
miony ( 0i ), to ten sam zbiór danych wejściowych można wykorzystać 
dwukrotnie (w prostej i odwrotnej kolejności) [19]. 

W przypadku zastosowań w automatyce elektroenergetycznej, najczę-
ściej pomiarowo dostępna jest jedynie składowa rzeczywista modelu 
(4.168). Zakładając, że sygnał zawiera tylko składowe oscylacyjne nietłu-
mione ( 0i , pi ,..,2,1 ) otrzymuje się: 

 
),'sin()'cos(...

)'2sin()'2cos()'sin()'cos()(Re)( 2211

akpBakpA
akBakAakBakAkxkx

pp 





  (4.183) 

gdzie: 1/'   , Na /2 , N  — liczba próbek w okresie podstawowej 

harmonicznej o pulsacji 1 . 
W modelu (4.183) należy określić częstotliwość względną '  oraz ampli-
tudy ii BA , , pi ,..,2,1 . Również i w tym przypadku jest to zadanie nieli-
niowe względem poszukiwanych parametrów. W celu wykorzystania 
wyników uzyskanych dla modelu zespolonego, sygnał (4.183) należy 
przedstawić w postaci sumy dwóch sygnałów zespolonych wzajemnie 
sprzężonych: 

   )()()()(
2
1)( 21

* kxkxkxkxkx  , (4.184) 

gdzie: 

 



p

i

iak
iAkx

1

')( je , 



p

i

iak
iAkx

1

'** )( je , (4.185) 

* oznacza operację sprzężenia. 

Zastosowanie przekształcenia Z w odniesieniu do równania (4.184) 
prowadzi do: 

 
)(
)()()()( 21 zB

zCzXzXzX  , (4.186) 

gdzie: na podstawie (4.172): 
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Transmitancja )(zB  jest zatem określona następująco: 

    
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1'1' 11)(  jj ee , (4.189) 

przy czym, 120  pbb . 

Można zauważyć, że wszystkie pierwiastki są rozmieszczone na okręgu 
jednostkowym, a ponadto, jeśli iz  jest pierwiastkiem, to również iz/1 , 

iz  oraz iz/1  także są miejscami zerowymi (4.189). Można sprawdzić, 

że dzięki tej właściwości współczynniki ib  są symetryczne względem 

wartości pb : 

 mpmp bb   , pm ,..,2,1 . (4.190) 

Korzystając z powyższej symetrii można zapisać transmitancję (4.189) 
w następującej formie 

  


 
p

i

ipi
i zzbzB

0

)2()( . (4.191) 

Zgodnie z (4.186) )(zB  jest transmitancją filtru SOI o współczynnikach 

ib , pi ,..,2,1 . Postępując podobnie, jak w modelu sygnału zespolonego: 

(4.174)-(4.177), można napisać równania przetwarzania filtru dla pM 2  
próbek sygnału wejściowego w przypadku, gdy jego wyjścia są zerowe: 

0kc , 1,..,1,  Mppk  
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Ponieważ 10 b , więc pierwsza kolumna macierzy utworzonej z próbek 
sygnału )(kx  może być przeniesiona na prawą stronę równania (4.192). 
Po tej redukcji otrzymuje się równanie jak (4.178), przy czym wszystkie 
elementy macierzy X  oraz wektora prawej strony 1x  są utworzone od-
powiednio z sumy dwóch próbek sygnału )(kx . 

Jeśli założyć, że obserwowany sygnał jest zakłócony, to do estymacji 
wektora współczynników b  (4.178) należy wykonać pM 2  pomiarów. 
Ostateczna formuła MNK ma postać (4.179), przy czym, j -ty wiersz ma-
cierzy )(kY , Lj ,..,2,1 , pL  , jest określony następująco: 


,)1(2)2()2(

...)32()1(22()()(
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, (4.193) 

natomiast wektor )(kw  
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 (4.194) 

Poszukiwane częstotliwości składowych sygnału (4.183) mogą być 
wyznaczone na podstawie miejsc zerowych transmitancji )(zB  (4.191). W 
celu uproszczenia zapisu można korzystać z postaci widmowej tej trans-

mitancji. Po podstawieniu: az 'je  do (4.191) otrzymuje się: 
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Uzyskuje się zatem następujący warunek wiążący współczynniki wek-
tora b (4.179) z poszukiwanymi częstotliwościami: 

  0)'cos(..')1(cos)'cos()'( 11   pp babapbapf  . (4.196) 

Przez podstawienie: )'cos( ag   powyższa funkcja może być przedsta-
wiona w postaci wielomianu )( g  p -tego stopnia 

 0..)( 1
1

10  


pp
pp dgdgdgdg , (4.197) 
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gdzie: współczynniki id , pi ,..,1,0  zależą od wartości wyrazów wek-
tora b w (4.196). 

Rozpatrywany jest tu przypadek, gdy zadaniem estymacji częstotliwo-
ści jest określenie pulsacji podstawowej harmonicznej sygnału. Wówczas, 
spośród p  pierwiastków wielomianu )(g , należy określić tylko jeden: 

1g . W tym celu można zastosować jedną ze znanych iteracyjnych metod 
rozwiązywania tego typu zagadnień [31]. Należy zauważyć, że przy po-
prawnie postawionym zadaniu (rząd modelu jest dostosowany do sy-
gnału, poprawnie dobrany jest analogowy filtr odcinający, liczba próbek 
M  w oknie pomiarowym jest także prawidłowa), wszystkie pierwiastki 

równania (4.197) są rzeczywiste. Ponadto, )cos()cos( '
1

' aga dg   , gdzie 

'
d , '

g  — graniczne wartości (odpowiednio dola i górna) spodziewanych 

zmian względnej częstotliwości składowej podstawowej. Problemy te ilu-
struje poniższy przykład. 

Przykład 4.4. Zaprojektować algorytm określania częstotliwości składowej 
podstawowej sygnału elektrycznego określonego następują-
cym modelem: 

)()'4cos()'3cos()'cos()( 443311 kvakAakAakAky  

gdzie )(kv  reprezentuje zakłócenie; Na /2 , 20N  pró-
bek w okresie podstawowej harmonicznej o pulsacji 

 1001  . 

Widać, że sygnał ma trzy składowe harmoniczne oraz szum. Do dalszych rozwa-
żań przyjmuje się następujące parametry sygnału )(ky : 97,0/' 1   , 11 A
, 01  , 4,03 A , 3/3   , 1,04 A , 5/4   , )(kv  - szum pseudolosowy 
o amplitudzie –30dB. Przebieg tego sygnału jest pokazany na rys. 4.33. 

Do określenia poszukiwanej czę-
stotliwości należy określić miejsca 
zerowe funkcji (4.196), przy czym 

współczynniki 1b , 2b , .., pb  

można określić zgodnie z (4.178). 
Zakłada się model sygnałowy es-
tymatora o postaci (4.183) z czte-
rema harmonicznymi, a zatem, w 
równaniu (4.196) 3p . Odpo-
wiednie elementy równania 
(4.178) z uwzględnieniem (4.192)-
4.194) przyjmują następującą 
formę: 

0 20 40 60 80 100-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

y(k)

k  
Rys. 4.33. Przebieg analizowanego sygnału
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Zakłada się, że wszystkie próbki obserwowanego sygnału w algorytmie MNK 
(4.178) mieszczą się w oknie o szerokości N2  próbek, co daje wartość 

pNM 22  . 
Funkcję (4.196) można przedstawić w postaci wielomianu p -tego stopnia przez 
podstawienie:  az 'cos  . Inny sposób polega na reprezentacji funkcji  gxcos  
w postaci szeregu wykładniczego:  

     2 4

cos 1 ...
2! 4!

gx gx
gx      

Ponieważ kolejne współczynniki tego szeregu szybko maleją, więc stosowanie 
takiego podstawienia w (4.196) jest korzystne zwłaszcza przy dużym rzędzie mo-
delu sygnałowego. Ponadto, zmienna w takim podstawieniu bezpośrednio re-
prezentuje poszukiwaną częstotliwość. 
Stosując powyższe podstawienie w (4.196) otrzymuje się następujący wielomian: 

     2 4 6
0 2 4 6( ') ' ' ' ...f c c a c a c a        , 

gdzie: 
pbbbc  ..1 210 , 

  !/..)1(1 kbpbpc p
kk

k 
, 

,...4,2k  
Miejsca zerowe funkcji  'f  
można łatwo określić za pomocą 
metody Newtona [31]. Początkowe 
przybliżenie można dosyć dobrze 
oszacować na podstawie dwóch 
pierwszych wyrazów wielomianu 

 'f :    200
2 /.' cca  . 

Rezultat estymacji częstotliwości 
składowej podstawowej rozpatry-
wanego sygnału jest pokazany na 
rys. 4.34. W algorytmie przyjęto 
pięć wyrazów rozkładu funkcji 

0,90
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0,94

0,96

0,98

f( ')

0 20 40 60 80 100k  

 Rys. 4.34. Rezultat pomiaru częstotliwo-
ści; linią kreskowaną pokazano wynik po-
miaru dla trzech wyrazów rozkładu funk-

cji kosinus w szereg wykładniczy 
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kosinus w szereg wykładniczy. Analiza wykazała, że zwiększenie tej liczby nie 
prowadzi do poprawy wyniku estymacji. Na rysunku pokazany jest także rezul-
tat dla przypadku, gdy przyjęte zostały tylko trzy pierwsze wyrazy tego roz-
kładu. Należy podkreślić, że większą dokładność i stabilność pomiaru można 

uzyskać przez zwiększenie liczby próbek w oknie pomiarowym M lub przez 
wstępną filtrację sygnału. □ 

4.7.5 Metody adaptacyjne 

Do estymacji częstotliwości korzysta się zazwyczaj z reprezentacji sy-
gnału w postaci zespolonej. Stąd też właściwości poszczególnych metod 
w dużej mierze zależą od rodzaju zastosowanych algorytmów określania 
składowych ortogonalnych. Obserwowany sygnał tylko w dużym przy-
bliżeniu może być reprezentowany w postaci funkcji sinusoidalnej. Za-
wiera on zakłócenia w postaci szumów oraz składowych harmonicznych. 
Te właśnie składowe zakłócające mogą znacznie odkształcać pomiar. 
Można to pokazać na przykładzie algorytmu (4.166), w którym, do okre-
ślenia składowych ortogonalnych, używa się pełnookresowej metody Fo-
uriera. Obserwowany sygnał o następującej formie: 

 )6cos(1,0)2cos()( 0
'

0
'   tfftfftv , (4.198) 

gdzie: 0f  — wartość znamionowa częstotliwości składowej podstawo-

wej, 
'f  — częstotliwość względna 0

' / fff  , 

jest równomiernie próbkowany N  razy w okresie podstawowej harmo-
nicznej. Charakterystyki często-
tliwościowe estymatorów skła-
dowych ortogonalnych są poka-
zane na rys. 4.35 , gdzie zazna-
czono miejsca położenia sygna-
łów odpowiadających pierwszej 
i trzeciej harmonicznej zgodnie z 

(4.198) dla 8,0' f . Można zau-
ważyć, że trzecia harmoniczna 
nie jest całkowicie tłumiona, co 
miałoby miejsce przy braku od-
chyłki częstotliwości. Ustalona 
odpowiedź estymatora (4.166) na 
wymuszenie (4.198) jest poka-
zana na rys. 4.36. Można 
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Rys. 4.35. Położenie składowych harmo-
nicznych pierwszej i trzeciej sygnału o 

częstotliwości 0,8 wartości znamionowej 
na tle częstotliwościowych charaktery-

styk estymatorów składowych ortogonal-
nych; N=20. 
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zauważyć, że nawet nieduża ampli-
tuda zakłócenia powoduje, w tym 
przypadku, duże błędy estymacji czę-
stotliwości. 

Tego typu błędy mogą być zredu-
kowane przez podjęcie jednego z na-
stępujących działań: 

- rozszerzenie modelu sygnało-
wego tak, aby bardziej dokładnie od-
wzorowywał obserwowany sygnał, 

- odpowiednia adaptacja charakte-
rystyki filtrów ortogonalizujących do 
aktualnej częstotliwości sygnału. 

Pierwsza propozycja może być ła-
two zrealizowana przez zastosowa-

nie algorytmu NLS [13], [36] (patrz p. 3.4.4) lub rozszerzonego filtru Kal-
mana (p. 3.6.2) [6]. Stosowanie algorytmów nieliniowych może jednak ro-
dzić problemy z ich stabilnością, szczególnie gdy początkowe rozwiąza-
nie przyjęto daleko od rzeczywistej wartości częstotliwości. W tym zakre-
sie lepszym podejściem wydaje się zastosowanie przedstawionego w po-
przednim punkcie modelu Prony’ego. 

Drugie podejście polega na wprowadzeniu mechanizmu adaptacji sto-
sowanych filtrów do aktualnej częstotliwości. Można to zrealizować we-
dług jednej z następujących metod: 
 (I)   Stosowanie zmiennej długości okna pomiarowego tak, że długość 

okna jest zawsze związana z okresem podstawowej harmonicznej 
obserwowanego sygnału. Zazwyczaj jest tu potrzebna odpowied-
nia korekcja, gdyż długość okna jest mierzona całkowitą liczbą 
próbek, co nie zawsze odpowiada okresowi sygnału [8]. 

 (II)   Stosowanie zmiennej częstotliwości próbkowania, co zapewnia 
utrzymanie tej samej liczby próbek w oknie pomiarowym po-
mimo zmiany jego długości (w związku ze zmianą okresu składo-
wej podstawowej) [2], [3]. To podejście może być trudne do zaak-
ceptowania gdy próbkowane sygnały są stosowane również 
przez inne algorytmy. 

 (III) Dostosowanie współczynników filtrów ortogonalizujących do ak-
tualnej częstotliwości, przy zachowaniu stałej długości okna po-
miarowego [30], [33]. Współczynniki zaprojektowanych wcze-
śniej filtrów, dla różnych częstotliwości z wybranego przedziału, 
są przechowywane w pamięci komputera. Do obliczeń wybierana 
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Rys. 4.36. Estymata częstotliwości sy-
gnału zawierającego 10% trzeciej har-

monicznej; N =20, f 0 50 Hz. 



4.7 Pomiar częstotliwości sygnału 293 

jest para filtrów ortogonalizujących, których wzmocnienie jed-
nostkowe przypada najbliżej aktualnej częstotliwości. Metoda jest 
w bardzo dużym stopniu odporna na zakłócenia, jednak wymaga 
stosunkowo dużo pamięci na przechowywanie współczynników 
całej rodziny filtrów. Ponieważ filtry te pokrywają zadany obszar 
częstotliwości z określonym krokiem jej przyrostu, więc osta-
teczny efekt może być uzyskany przez dokonanie dodatkowej ko-
rekcji w trakcie pomiarów. 

 (IV) Stosowanie stałej częstotliwości próbkowania z programową 
zmianą skali czasowej na zasadzie aproksymacji (ang. software re-
sampling). W dalszych etapach stosuje się algorytmy jak w (II) [14]. 

Wybór określonej metody zależy od wymaganej dokładności pomiaru 
częstotliwości, dostępnego sprzętu oraz potrzeby dostosowania metody 
do innych algorytmów pomiarowych. 

4.8 Podsumowanie 

W tym rozdziale przedstawione zostały algorytmy pomiaru podstawo-
wych wielkości elektrycznych, które są stosowane do oceny stanu sys-
temu elektroenergetycznego lub chronionego obiektu. Ocena tych algo-
rytmów może być dokonana na podstawie ich właściwości widmowych 
lub dynamicznych. 

Podstawowe algorytmy tej grupy bazują na modelu sygnału zespolo-
nego prądu i napięcia, którego parametry uzyskuje się za pomocą niere-
kursywnych lub rekursywnych procedur dyskretnego przekształcenia 
Fouriera lub im pokrewnych. Model sygnałowy jest zatem odniesiony do 
stanu ustalonego procesu, co ogranicza szybkość pomiaru. Trudno jest w 
takim przypadku uzyskać stabilny wynik w czasie krótszym od jednego 
okresu składowej podstawowej prądu lub napięcia. Realizacja tych algo-
rytmów może się odbywać według procedury filtracyjnej lub korelacyj-
nej. 

Na bazie tych metod są również tworzone algorytmy cyfrowego po-
miaru składowych symetrycznych prądu i napięcia. Pokazana została za-
sada tworzenia obserwatora stanu do estymacji składowych symetrycz-
nych. 

Ważna grupa rozpatrywanych metod jest otrzymywana w wyniku 
stosowania procedury różniczkowania numerycznego. Model sygnałowy 
jest w tym przypadku oparty na analizie dynamiki procesu zachodzącego 
w zwartym obwodzie. W przeciwieństwie do klasycznych metod DPF, te 
procedury odwzorowują stan przejściowy, a nie stan ustalony procesu. 
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Możliwe jest wówczas lepsze dopasowanie modelu do występującego 
stanu przejściowego, co może być istotne wówczas, gdy widmo zakłóceń 
mieści się blisko składowej podstawowej lub harmonicznych sygnału. 
Wadą tej metody jest wrażliwość na zakłócenia wysokoczęstotliwo-
ściowe. Można to łagodzić przez stosowanie algorytmu MNK z odpo-
wiednio szerokim oknem pomiarowym. 

Zaprezentowane zostały także niektóre metody cyfrowego pomiaru 
częstotliwości w systemie elektroenergetycznym. 
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Rozdział 5 

KOMPENSACJA BŁĘDÓW POMIAROWYCH 

5.1 Wprowadzenie 

Poprawne działanie układów automatyki elektroenergetycznej w dużym 
stopniu zależy od dokładności pomiaru odpowiednich wielkości kryte-
rialnych. Źródeł błędów pomiarowych można poszukiwać wewnątrz 
członu pomiarowego, jak również w torze pomiarowym oraz w nadzoro-
wanym obiekcie. W tym rozdziale analizowane są błędy, które są zwią-
zane z przyjętym algorytmem pomiarowym. Błędy te umownie zostały 
podzielone na dwie kategorie: błędy ustalone oraz błędy dynamiczne, a 
przynależność do nich przede wszystkim wynika ze stanu, w jakim znaj-
duje się badany proces oraz pomiar. Można tu wyróżnić trzy sytuacje, w 
których występuje stan przejściowy pomiaru: 
- ustalony pomiar zostaje zakłócony przez zmianę stanu nadzorowa-

nego obiektu;  
- pomiar zostaje rozpoczęty w stanie ustalonym procesu; 
- pomiar zostaje rozpoczęty po wykryciu stanu przejściowego obiektu. 

Błędy dynamiczne powstają w wyniku różnicy pomiędzy założonym 
modelem sygnałowym obserwowanego procesu a rzeczywistym przebie-
giem tego procesu w stanie przejściowym. Źródeł tych błędów należy 
upatrywać w następujących czynnikach. 
- Algorytmy pomiarowe są zazwyczaj określane w odniesieniu do wa-

runków stanu ustalonego procesu, a zatem dynamiczny stan przej-
ściowy nie spełnia tych założeń. 

- Cyfrowe algorytmy pomiarowe charakteryzują się określoną pamięcią 
o obserwowanym procesie, gdyż przetwarzanie informacji odbywa się 
z wykorzystaniem wielu kolejnych próbek mierzonego sygnału. W tej 
sytuacji, po zmianie stanu procesu poprawna odpowiedź może nastą-
pić dopiero po zapełnieniu ‘pamięci’ algorytmu o zaistniałym zdarze-
niu. W stanie przejściowym układ pomiarowy określa mierzoną wiel-
kość na podstawie próbek sygnału z dwóch różnych stanów obiektu. 
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Jest to charakterystyczna cecha omawianych tu układów automatyki 
zabezpieczeniowej, które powinny podejmować decyzję właśnie w ta-
kich warunkach. 
Zachowanie się algorytmów pomiarowych w stanie przejściowym za-

leży od ich struktury. Z tego punktu widzenia można wyróżnić dwie ro-
dziny metod pomiaru cyfrowego: 
- Algorytmy ze stałą długością okna pomiarowego, w których zazwy-

czaj stosowane są metody filtracji lub korelacji (na przykład, filtry 
SOI). 

- Estymatory, których stan przejściowy nie jest z góry ograniczony do 
określonego przedziału. Ta grupa algorytmów opiera się zazwyczaj na 
modelach zmiennych stanu (obserwatory stanu lub filtry Kalmana), 
filtrach NOI oraz innych procedurach rekursywnych. Błędy przej-
ściowe są nieodłączną cechą takich algorytmów, a ich redukcja jest 
istotą estymacji. Projektowanie tych algorytmów opiera się na analizie 
szybkości odpowiedzi i jej cech dynamicznych (przeregulowanie, sta-
bilność odpowiedzi, wrażliwość na zakłócenia). 
Inna kategoria rozpatrywanych błędów ma swoje źródło w torze po-

miarowym układu automatyki, a w szczególności w przekładnikach po-
miarowych. Szczególnie istotne są stany przejściowe w pojemnościowych 
przekładnikach napięciowych (PPN), które są stosowane w sieciach naj-
wyższych napięć oraz w przekładnikach prądowych (PP). 

Pojemnościowy przekładnik napięciowy może być najczęściej repre-
zentowany liniowym schematem zastępczym [3]. Intensywny stan przej-
ściowy powstaje po gwałtownym spadku napięcia po zwarciu w obwo-
dzie pierwotnym w wyniku rozładowania energii nagromadzonej w kon-
densatorze (p. 1.6.2). Kompensacja powstałego w ten sposób błędu polega 
na stosowaniu układów analogowych lub odpowiednich algorytmów cy-
frowych, które odwzorowują odwrotną transmitancję samego zastęp-
czego schematu PPN [3]. 

Źródłem błędów przekładnika prądowego jest nieliniowa charaktery-
styka magnesowania jego ferromagnetycznego rdzenia. W poprawnie 
dobranym PP rzadko mogą wystąpić warunki do trwałego nasycenia 
rdzenia, co ma miejsce w półokresowych odstępach w przebiegu prądu 
przy bardzo dużym wzroście jego amplitudy. Znacznie częściej dochodzi 
do przejściowego nasycenia rdzenia w rezultacie wystąpienia w mierzo-
nym prądzie składowej aperiodycznej o dużej amplitudzie. Czas trwania 
związanego z tym odkształcenia przebiegu prądu wtórnego zależy od 
głębokości nasycenia oraz stałej czasowej zanikania składowej aperio-
dycznej. Niestety, w porównaniu z błędami PPN, ze względu na 
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nieliniowe zjawiska w obwodach z PP, tego typu błędy są znacznie trud-
niejsze do analizy i korekcji. Błędy powstające w torze pomiarowym za-
bezpieczeń są szeroko omawiane w literaturze specjalistycznej [23], gdzie 
podaje się również różne sposoby ich korekcji [3], [7]. Niektóre metody 
korekcji takich błędów omawiane są w następnym rozdziale. 

Właściwości algorytmów pomiarowych w stanie ustalonym są okre-
ślone za pomocą charakterystyki częstotliwościowej amplitudy i fazy. 
Były one analizowane w poprzednich rozdziałach, przy okazji syntezy 
odpowiednich metod. Warto zauważyć, że w rozpatrywanym tu zastoso-
waniu charakterystyki te dają tylko bardzo ogólne pojęcie o właściwo-
ściach algorytmów pomiarowych. Wynika to z faktu, że ‘stan ustalony’ 
nie jest adekwatnym pojęciem do opisu zdarzeń, które są istotne z punktu 
widzenia automatyki zabezpieczeniowej. Tym niemniej, w algorytmach 
numerycznych często wygodnie jest rozpatrywać stan przejściowy jako 
sekwencję kolejnych ‘stanów ustalonych’ i wówczas odpowiadające im 
charakterystyki częstotliwościowe dają wyobrażenie o właściwościach 
analizowanych metod. 

Poniżej rozpatrywane będą głównie stany przejściowe algorytmów o 
stałym oknie pomiarowym. Problem redukcji błędów od składowej ape-
riodycznej rozpatrywany jest jako przykład niedopasowania modelu do 
obserwowanego zjawiska. 

5.2 Stan przejściowy algorytmów 

5.2.1 Algorytmy o stałym oknie pomiarowym 

Typowymi algorytmami o stałym oknie pomiarowym jest para filtrów 
SOI z funkcjami impulsowymi, odpowiednio, ch  oraz sh  służących do 
ortogonalizacji sygnału )(ky . Zakładając zerowe warunki początkowe, 
odpowiedź filtrów w k-tym kroku można określić za pomocą następują-
cych równań 
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gdzie: M  - długość okna pomiarowego. 
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Dla wymuszenia określonego w postaci następującej funkcji: 

 )cos()(  akXky , (5.2) 

otrzymuje się [12]: 

 
 
 ,)sin()()cos()()(

,)sin()()cos()()(






akksakkrXkx
akksakkrXkx

sss

ccc
 (5.3) 

gdzie: 
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i podobnie dla )(krs  oraz )(ks s . 

Łatwo sprawdzić, że w przypadku pełnookresowego algorytmu Fou-
riera ( NM  ) równania (5.3) przyjmą następującą postać 
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 (5.5) 

dla Nk   oraz 

 )cos()(  akXkxc , )sin()(  akXkxs , (5.6) 

dla Nk  . 

Gdy w miejsce filtracji stosowany jest algorytm korelacyjny z tymi sa-
mymi funkcjami bazowymi, to stan przejściowy ( Nk  ) jest określony na-
stępująco: 
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 (5.7) 

oraz 

 cos)( XkX c  ,  sin)( XkX s  , (5.8) 

dla Nk   (stan ustalony). 
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Przebieg estymaty ampli-
tudy uzyskanej ze składo-
wych określonych zgodnie z 
powyższymi algorytmami 
(5.5) lub (5.7) jest pokazany 
na rys. 5.1. Zakreślone ob-
szary oznaczają zmianę poło-
żenia odpowiedzi w zależno-
ści od fazy   sygnału wej-
ściowego (5.2). Ze względu 
na losową wartość zmiennej 
fazy  , błąd przejściowy 
rozważanej metody nie może 
być z góry określony nawet 
w przypadku idealnie sinu-

soidalnego wymuszenia o nieznanej fazie. 
Podobny stan przejściowy można także obserwować, gdy tak okre-

ślone składowe ortogonalne prądu i napięcia zastosować do wyznaczenia 
złożonych wielkości, jak moc lub impedancja. Niech sygnały prądu i na-
pięcia o postaci 

 
),cos()(

),cos()(






akUku

akIki
 (5.9) 

zostaną poddane ortogonalizacji za pomocą filtrów (5.1) lub adekwatnej 
procedury korelacyjnej. Stosując sygnały (5.9) w estymatorach mocy 
czynnej (4.75) i biernej (4.76) otrzymuje się odpowiednie obrazy stanów 
przejściowych, jak na rys. 5.2. Należy zauważyć, że stan przejściowy es-
tymatora mocy biernej nie zależny od fazy. Podobne właściwości ma rów-
nież estymator (4.77). 

W celu skrócenia stanu przejściowego w powyższych algorytmach 
można zaproponować jedno z dwóch rozwiązań: 
 zastosować algorytm o krótkim oknie pomiarowym, które będzie się 

poszerzać w miarę napływu danych o nowym stanie systemu, 
 zastosować metodę niewrażliwą na zmianę fazy sygnału i odpowied-

nio skorygować wynik pomiaru. 
Należy jednak zauważyć, że w obu przypadkach zakłada się, że sygnał 

wejściowy jest sinusoidalny. Inne składowe są traktowane jako zakłóce-
nia, które mogą wprowadzić dodatkowe błędy pomiarowe. 
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Rys. 5.1. Stan przejściowy estymatora  
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302 5 Kompensacja błędów pomiarowych 

5.2.2 Algorytmy ze zmienną długością okna pomiarowego 

Metody tego typu opierają się na obserwacji, że czas trwania stanu przej-
ściowego procedur o stałym oknie pomiarowym zależy od długości tego 
właśnie okna. Stąd też, w celu uzyskania szybkiej odpowiedzi należy sto-
sować krótkie okno pomiarowe. Aby równocześnie racjonalnie wykorzy-
stać posiadaną informację, do zwiększenia dokładności estymacji można 
poszerzać okno w miarę napływania danych o nowym stanie nadzoro-
wanego procesu. Poszerzanie okna kończy się po osiągnięciu zadanej jego 
długości. Projektowanie takiego algorytmu sprowadza się do następują-
cych kroków: 
 określić minimalną (początkową) i maksymalną (ustaloną) długości 

okna pomiarowego, 
 określić sposób obliczania składowych ortogonalnych w kolejnych 

krokach ze zmiennym oknem pomiarowym. 
Przedstawiona procedura pomiarowa odnosi się do tego samego, nie-

zmienionego stanu obserwowanego procesu, zatem musi zostać zainicjo-
wana po wykryciu zmiany tego stanu. Należy wobec tego również okre-
ślić sposób uruchamiania algorytmu – na przykład, po przekroczeniu 
określonej wartości śledzonej wielkości. 

Metoda obliczania składowych ortogonalnych w kolejnych krokach 
stanu przejściowego powinna być dobrana z punktu widzenia tłumienia 
określonych składowych zakłócających. W przypadku pełnookresowego 
algorytmu Fouriera, przyjętego jako metoda bazowa, można rozważać 
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dwa różne podejścia do projektowania estymatorów w stanie przejścio-
wym: 
 standardowy algorytm korelacyjny z zerowymi warunkami początko-

wymi, rozszerzany w kolejnych krokach do wersji pełnookresowej, 
 algorytm o różnym kształcie funkcji korelacyjnych w kolejnych kro-

kach, dobieranych z punktu 
widzenia eliminacji składo-
wej stałej. 
Pierwsze podejście ilustruje 

rys. 5.3. Algorytm startuje z 
minimalnym oknem pomiaro-
wym o długości mM  próbek, 
powiedzmy 2mM , które jest 
sukcesywnie powiększane w 
miarę napływania nowych da-
nych. Dla okna o szerokości 
M  próbek wyjściowe skła-
dowe są określone według na-
stępujących równań (patrz p. 
3.4.2): 
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gdzie: 
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  1)(  ijqMP  - macierz 22  (3.104) z wyrazami: 
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Rys. 5.3. Ilustracja sposobu przetwarzania 
sygnału w algorytmie o zmiennym oknie 

pomiarowym 
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oraz 
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)(22   (5.13) 

L - liczba próbek w ustalonym końcowym oknie pomiarowym. 

Elementy macierzy P  
mają charakter współczynni-
ków wzmocnienia. Można za-
uważyć, że macierz P  przy-
biera formę diagonalną dla 
wartości M , które są wielo-
krotnością liczby 2/N , to jest, 
gdy funkcje korelacyjne są or-
togonalne w oknie pomiaro-
wym. Gdy ustalone okno ma 
długość L próbek, która nie 
jest wielokrotnością liczby 

2/N , to w stanie ustalonym 
macierz P  również zmienia 
się okresowo zgodnie z (5.12). 

W stanie ustalonym )( Lk   współczynniki (5.11) mogą być obliczane re-
kursywnie jak w algorytmie standardowym przy zerowych warunkach 
początkowych. 

Charakterystyki częstotliwościowe algorytmów dla niektórych długo-
ści okien pomiarowych są poka-
zane na rys. 5.4 (tylko górne ob-
wiednie). Można zauważyć duże 
wzmocnienie składowej stałej 
przy krótkim oknie pomiarowym. 
Celowe jest zatem wcześniejszego 
usunięcia tej składowej przed roz-
poczęciem pomiaru. Odpowiedź 
algorytmu na wymuszenie sinu-
soidalne (a więc bez zakłóceń) jest 
pokazana na rys. 5.5. Przebieg 
charakterystyki częstotliwościo-
wej wskazuje jednak na to, że ten 
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idealny obraz ulegnie odkształceniu przy obecności innych składowych 
w sygnale wejściowym. 

W drugim podejściu do projektowania rozpatrywanego algorytmu 
funkcja impulsowa jest tak dobierana, aby w kolejnych krokach przetwa-
rzania usunąć składową stałą z sygnału. Ilustruje to następujący przy-
kład. 

Przykład 5.1. Zaprojektować algorytm estymacji składowych ortogonal-
nych sygnału ze zmiennym oknem pomiarowym na bazie 
pełnookresowej korelacyjnej metody Fouriera. Algorytm po-
winien być niewrażliwy na obecność w sygnale składowej 
stałej. 

Zakłada się, że sygnał jest próbkowany 20N  razy w okresie podstawowej 
harmonicznej. 
W celu określenia funkcji korelacyjnej w kolejnych krokach obliczeń należy zau-
ważyć, że filtr kosinusowy z oknem pomiarowym o długości innej niż wielokrot-
ność okresu ma wzmocnienie większe od zera dla składowej stałej. 
W celu obejścia tego problemu można wprowadzić takie przesunięcie funkcji ko-
relacyjnej aby jej wartość średnia w oknie była równa zero (porównaj z p. 3.4.2). 
Można zatem w charakterze funkcji impulsowych stosować parę funkcji si-
nus/kosinus, jak w algorytmie (3.123) z liczbą próbek w oknie pomiarowym 

równą M . Ciąg takich funkcji odpowiadających ch oraz sh wyrównanych 
względem środka okna jest pokazany na rys. 5.7 (pokazane funkcje mają zmie-

nioną skalę). Pierwszy krok algorytmu odpowiada oknu z liczbą próbek 4M . 
Odpowiedź czasowa estymatora amplitudy na wymuszenie w formie (5.2) jest 
taka sama jak na rys. 5.5. Dla tej idealnej sytuacji poprawna wartość odpowiedzi 

jest uzyskana po czterech 
próbkach. Jednak w począt-
kowych krokach algorytm 
jest bardzo wrażliwy na 
szumy i składowe wysokiej 
częstotliwości. Widać to na 
rys. 5.6, gdzie pokazano 
charakterystyki częstotli-
wościowe dla estymatorów 
o długości okien równych 
odpowiednio 4-, 5- oraz 
6-ciu próbkom. Widać, że 
szybka odpowiedź pociąga 
za sobą dużą niepewność 
wyniku w obecności zakłó-
ceń. Stąd też zastosowanie 
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Rys. 5.6. Charakterystyki częstotliwościowe fil-
trów o różnych długościach okien pomiarowych; 
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takiego podejścia powinna być dokładnie przeanalizowane pod kątem wymaga-
nej szybkości i dokładności odpowiedzi. □ 

Pomysł stosowania zmiennego okna pomiarowego można także roz-
szerzyć na inne algorytmy. Można zauważyć, że zmiana długości okna w 
powyższej metodzie odpowiada zmianie okresu całkowania przy obli-
czaniu odpowiednich współczynników Fouriera. Tę samą zasadę można 
stosować w przypadku całkowania równań różniczkowych związanych 
z modelem RL pętli zwarciowej (4.99). W tym przypadku długość okna 
jest bezpośrednio związana z okresem całkowania odpowiednich równań 
[6], [25]. 
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Rys. 5.7. Funkcje korelacyjne dla kolejnych kroków algorytmu o zmiennej 
długości okna pomiarowego 
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5.2.3 Stabilizacja pomiaru wielkości kryterialnej 

Obecność zakłóceń w sygnałach wejściowych automatyki elektroenerge-
tycznej powoduje, że rezultat pomiaru wielkości kryterialnej może być 
bardzo niestabilny i niepewny. Stosowanie szybkich procedur, które ko-
rzystają z ograniczonej informacji o stanie procesu, jeszcze to zjawisko 
pogarsza. Przykład jest pokazany na rys. 5.8, który przedstawia wynik 
pomiaru reaktancji pętli zwarciowej po zwarciu 21 LL   w linii napo-
wietrznej 400 kV w odległości 0,8 długości linii od miejsca pomiaru (rys. 
1.3). Reaktancja jest wyznaczana zgodnie z 5-punktowym algorytmem 
różniczkowym (4.104). Podejmowanie przez przekaźnik decyzji w tych 
warunkach jest bardzo niepewne. Jedną z metod postępowania w takich 
przypadkach jest stabilizacja wyniku pomiaru przez odpowiednią jego 
filtrację. Stosowanie zwykłej zwłoki nie zawsze rozwiązuje ten problem, 
gdyż stan przejściowy wywołany zwarciem może być bardzo długi, a po-

nadto, takie postępowanie 
jest nieracjonalne, bo decy-
zję należy podjąć jak naj-
szybciej. 

Rezultat pomiaru wiel-
kości kryterialnej jest na 
ogół sygnałem wolno-
zmiennym (w porównaniu 
ze stosowaną częstotliwo-
ścią próbkowania), w któ-
rym z zakłóceń należy wy-
dobyć wyraźną tendencję 
zmiany stanu procesu. 
Można do tego celu stoso-

wać liniowe filtry uśredniające lub filtry medianowe. 
Filtr uśredniający 
Uśrednianie jest najprostszym i bardzo często skutecznym sposobem 

wygładzania danych. Filtr wyznaczający średnią wartość z Mkolejnych 
próbek sygnału )(ky  jest określony następującym równaniem: 
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Stan przejściowy filtru trwa przez okres równy długości jego okna pomia-
rowego, co ilustruje rys. 5.9ab. 
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Rys. 5.8. Pomiar reaktancji pętli zwarciowej za 

pomocą 5-punktowego algorytmu MNK 
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Filtr medianowy 
Niedostatkiem operacji uśredniania jest efekt związany z ‘pamięcią’ 

filtru, co objawia się tym, że każda zmiana sygnału wejściowego, w po-
staci nawet bardzo krótkiego impulsu, jest ‘pamiętana’ przez okres jed-
nego okna pomiarowego. Wady tej pozbawiony jest filtr medianowy, 
który przetwarza sygnał wejściowy zgodnie z następującą zależnością [8] 

  )(...,),2(),1()( kyMkyMkykx  med , (5.15) 

gdzie funkcja (.)med  oznacza medianę (wartość środkową) ze zbioru 

próbek w oknie pomiarowym o szerokości M  próbek. 

Operację wyznaczania mediany ze zbioru M  próbek można określić na-
stępującym algorytmem. 

1. Uporządkować zbiór próbek w oknie pomiarowym )1(  Mky , 
)(...,),2( kyMky   od najmniejszej do największej wartości (lub od-

wrotnie): 1
2

110 ...,,...,,,  MM yyyy . 

2. Określić sygnał wyjściowy zgodnie z (5.15): 
2

1)(  Mykx . W przy-

padku, gdy M  jest liczbą parzystą, to przyjmuje się, że 














2

1
22

1)( MM yykx , co przedstawia średnią z dwóch środkowych 

wartości uporządkowanego zbioru. 

Podobnie jak w filtrze SOI, przetwarzanie rozpoczyna się od wyzerowa-
nia pamięci filtru, po czym, w kolejnych krokach wprowadzane są nastę-
pujące po sobie próbki, a wartość wyjściowa jest określana zgodnie z po-

wyższym algorytmem. 

Filtr medianowy jest nieli-
niowym przetwornikiem sy-
gnałów. W sposób szczególny 
nadaje się on do usuwania 
szumu, wydobywając zmianę 
poziomu sygnału. Na rysun-
kach 5.9 oraz 5.10 pokazane są 
przebiegi ilustrujące właści-
wości filtru medianowego 
oraz uśredniającego o tej 

a)

b)

c)
0

0

0

1

1

 

Rys. 5.9. Odpowiedź na skok jednostkowy 
(a) filtru uśredniającego (b)  

oraz medianowego (c) 
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samej szerokości okna pomiarowego (
5M ). Porównując reakcję obu fil-

trów na skok jednostkowy można za-
uważyć charakterystyczne narastanie 
odpowiedzi filtru uśredniającego 
przez okres równy długości okna po-
miarowego. W przypadku filtru me-
dianowego sygnał wyjściowy gwał-
townie zmienia się do nowego stanu 
z opóźnieniem równym 2/)1( M  
próbek. Zmiany sygnału wejścio-

wego w postaci impulsów o czasie trwania krótszym niż to właśnie opóź-
nienie nie przenoszą się na wyjście (rys. 5.10). Te właściwości sprawiają, 
że filtr medianowy jest bardzo skutecznym narzędziem wygładzania re-
zultatów pomiaru wielkości kryterialnych. Ilustruje to poniższy przy-
kład. 

Przykład 5.2. Porównać właściwości filtrów: uśredniającego i mediano-
wego, zastosowanych do wygładzania pomiarów impedancji. 
Składowe impedancji są określane na podstawie algorytmu 

opartego na modelu RL pętli zwarciowej (4.94). Estymacja 
odbywa na podstawie dwóch równań różniczkowych (3 
punkty), natomiast do uśredniania wyników zastosowano fil-
try o długości okna pomiarowego 5M  próbek. 

Sygnały fazowe prądu i napięcia są dostarczane z modelu jak na rys. 1.3. Rozpa-

truje się zwarcie EL 1  w odległości 0,8 długości linii od stacji A. Warunki po-
czątkowe są takie, jak na rys. 1.3, przy czym początkowy rozchył napięć 

0
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1

1

1
a)

b)

c)

Rys. 5.10. Odpowiedź filtru uśred-
niającego (b) i medianowego (c) na 

przykładowe wymuszenie (a)
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Rys. 5.11. Zwarcie w odległości 0,8 długości linii od stacji A przez 0,2 ,  
kąt napięcia: 15, zwarcie L1-E 
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pomiędzy stacjami A i B wynosi   15 BA UU . Przebieg napięć i prądów 
obserwowanych przez układ pomiarowy w stacji A jest pokazany na rys. 5.11 
(wielkości te są przeskalowane do układu pierwotnego). 
Pomiar impedancji pętli zwarciowej odbywa się zgodnie z (4.95), (4.96). Rezul-
taty pomiaru oraz wygładzania wyników są pokazane na rys. 5.12. Ze względu 
na duże krótkotrwałe przeregulowanie w odpowiedzi estymatorów, uśrednianie 
wprowadza znaczne opóźnienie w ustalaniu się sygnału wyjściowego. W przy-
padku filtru medianowego obserwuje się znacznie szybszą reakcję. □ 

5.3 Błędy dynamiczne algorytmów 

5.3.1 Dynamiczna korekcja stanu przejściowego 

Algorytm korekcji stanu przejściowego był początkowo stosowany w od-
niesieniu do estymatora mocy biernej w formie (4.77), który ma odpo-
wiedź niezależną od fazy sygnałów wejściowych. Analizując rys. 5.2 
można zauważyć, że dla niezakłóconych sygnałów wejściowych (5.9) po-
prawna odpowiedź może być określona bezpośrednio po pierwszym po-
miarze. W stanie przejściowym algorytmu (4.77), odpowiedź w kroku o 
numerze p może być zapisana następująco 

 



sin

)()( pQTpQ , (5.16) 

gdzie: sin
2
1UIQ   — poprawna (ustalona) wartość mocy biernej, 

0maq  — kąt zależny od opóźnienia o m  próbek w (4.66), )( pT  — 
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Rys. 5.12. Pomiar impedancji: 1— algorytm 3-punktowy różniczkowy, 2— po 
filtracji uśredniającej 6-cio punktowej, 3 — po filtrze medianowym  

6-cio punktowym 
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funkcja określająca przebieg odpowiedzi estymatora w stanie przejścio-
wym (rys. 5.2b). 

Sposób określania funkcji )( pT  zostanie pokazany na przykładzie es-
tymatora (4.77). Struktura estymatora jest przedstawiona na rys. 5.13. Dla 
uproszczenia założono, że napięcie i prąd są przetwarzane z zastosowa-
niem takiego samego filtru F. Przełączniki na wejściu reprezentują rozpo-
częcie obliczeń z numerem kroku 0p . Dla sygnałów wejściowych o po-
staci (5.9), sygnały wyjściowe są określone podobnie jak w (5.3) 

 
 
 ,)sin()()cos()()(

,)sin()()cos()()(








appsapprIpi
appsapprUpu

fff

fff
 (5.17) 

gdzie: )(prf , )(psf  są określone przez (5.4) z odpowiednią funkcją im-

pulsową fh . 

Podstawiając (5.17) do (4.77) otrzymuje się estymator mocy o postaci jak 
w (5.16), przy czym 

 
 
  ).cos()()()()(

)sin()()()()()(
ampsmprmpspr
ammpspsmprprpT

ffff

ffff




 (5.18) 

Funkcja (5.18) określa stan przejściowy estymatora od zera do wartości 
)sin(am , co przy dopasowaniu estymatora ( 10 q ) pozwala dokładnie od-

tworzyć jego stan przejściowy. Ostateczna wersja skorygowanego esty-
matora jest otrzymana po podstawieniu funkcji (5.18) oraz (4.77) do (5.16) 
(rys. 5.13): 

  )()()()(
)(2

1)(ˆ mpipupimpu
pT

pQ ffff  . (5.19) 

u(k)

i(k)

u(p)

i(p)

p=0
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F

z-m

z-m
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if(p)

if(p-m)

Q(k)

 

Rys. 5.13. Struktura estymatora mocy biernej 
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Odpowiedź estymatora w stanie przejściowym jest taka sama jak na rys. 
5.2b. Opóźnienie odpowiedzi zależy od liczby próbek m  opóźnienia w 
(5.19). 

Powyższy algorytm może być także rozszerzony na pomiar innych 
wielkości elektrycznych. Opóźnienie przebiegu prądu o kąt 2/ , prowa-
dzi do estymatora mocy czynnej (rys. 5.14). Przesunięcie kątowe może 
być wykonane przez opóźnienie sygnału, jak w (4.61) 

 
)sin(

)cos()()()(
am

amkimkikid


 , (5.20) 

gdzie: m  jest liczbą próbek opóźnienia. 

Można pokazać [11], że po tym uzupełnieniu estymator mierzy moc 
czynną, a (5.16) może być zapisane w następującej postaci: 

 



sin

)()( pPTpP , (5.21) 

gdzie: cos
2
1UIP   — poprawna wartość mocy. 

Ostatecznie, estymator mocy czynnej przyjmuje następującą postać: 

  )()()()(
)(2

1)(ˆ mpipupimpu
pT

pP dffdff  . (5.22) 

W porównaniu z estymatorem (5.19), w tym przypadku wymagane jest 
dodatkowe opóźnienie sygnału prądu o m  próbek. 
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i(k)
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id(p)

F
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Rys.5.14. Struktura estymatora mocy czynnej 
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Można łatwo zauważyć, że wprowadzając ten sam sygnał na oba wej-
ścia estymatora mocy czynnej (5.22) ( )()()( kxkiku  , 0 ) otrzymuje 
się estymator amplitudy (rys.5.15): 

  )()()()(
)(2

1)(ˆ 2 mpxpxpxmpx
pT

pX dffdff  . (5.23a) 

Powyższa zależność odpowiada sytuacji, gdy do przetwarzania sygna-
łów stosowane są filtry cyfrowe. W przypadku zastosowania algorytmu 

korelacyjnego, sygnały wyjściowe fX , dfX  odpowiadają współczynni-

kom korelacji. Wówczas w miejsce równania (5.23a) należy przyjąć nastę-
pującą zależność 

 
  .)cos()()()()(

)sin()()()()(
)(2

1)(ˆ 2

ampXmpXmpXpX

ammpXpXmpXpX
pT

pX

dffdff

dfdfff




 (5.23b) 

Stosując powyższe estymatory w zależności (4.78) można uzyskać 
efektywny algorytm pomiaru impedancji [11]. 

5.3.2 Pomiar składowych ortogonalnych z podziałem 
częstotliwości próbkowania 

W rozwiązaniach nowoczesnych systemów sterowania stacją elektroe-
nergetyczną dąży się do integracji wielu funkcji tradycyjnie realizowa-
nych w oddzielnych urządzeniach. To sprawia, ze częstotliwość próbko-
wania wejściowych sygnałów prądu i napięcia jest narzucona przez naj-
bardziej wymagające pod tym względem funkcje (na przykład, funkcje 
rejestracji przebiegów). Tymczasem, dokładność określania miejsca 
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Rys. 5.15. Struktura estymatora amplitudy 
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zwarcia przez tradycyjne algorytmy zabezpieczeniowe w niewielkim 
stopniu się poprawia wraz ze wzrostem częstotliwości próbkowania (dla 
zabezpieczeń odległościowych ta granica wynosi 16 próbek w okresie 
[1]). Ponadto, zbyt krótki okres pomiędzy próbkami może nie wystarczyć 
na wykonanie wszystkich operacji związanych z realizacją algorytmu za-
bezpieczeniowego w czasie rzeczywistym. Powstaje więc pytanie, jak wy-
korzystać sygnał próbkowany z częstotliwością wyższą niż realizowany 
jest algorytm zabezpieczeniowy. Proste pominięcie kilku kolejnych pró-
bek jest nieracjonalne, gdyż traci się spróbkowane już dane, a ponadto 
wystąpi tu problem niedopasowania analogowego filtru odcinającego, 
który został dobrany do wyższej częstotliwości próbkowania. 

Jednym z możliwych rozwiązań jest zastosowanie koncepcji oblicza-
nia składowych ortogonalnych w dwóch etapach. W literaturze angloję-
zycznej przyjęło się tu określenie phaselets [1], co można tłumaczyć, jako 
wektory częściowe. Są to wielkości, które są otrzymane w rezultacie 
splotu lub korelacji fragmentów obserwowanych sygnałów z funkcjami 
sinus/kosinus w krótkim oknie pomiarowym o odpowiednio dobranej 
długości. Ta operacja jest prowadzona z wykorzystaniem próbek sygnału 
wejściowego dostarczanych z częstotliwością Tf . Niech zabezpieczenie, 
dla którego wykonywany jest ten pomiar, kontroluje wielkości kryte-

rialne co pM  próbek sygnału wejściowego y, to znaczy z częstotliwością 

pTp Mff / . W takim razie, wynik pomiaru powinien być dostępny po 

każdych pM  próbkach sygnału wejściowego. Procedura pomiaru skła-

dowych ortogonalnych może być zatem zapisana następująco 
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  1 pp lMk , (5.24) 

gdzie: pk  — numer próbki wejściowej,  l  — numer kroku pobierania 

wyniku pomiaru przez zabezpieczenie ( ...,2,1l ), 2 /a N , N  — jak 
poprzednio, liczba próbek sygnału wejściowego w okresie. 

Wektor częściowy określony przez składowe (5.24) jest fragmentem 

rezultatu przetwarzania (5.11) z liczbą próbek ograniczoną do pM . Naj-

pierw rozpatrywany jest przypadek, gdy algorytm startuje przy 
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zerowych warunkach początkowych. Mając K  par składowych (5.24) w 
kolejnych krokach algorytmu 1, 2,..., K , można określić składowe orto-

gonalne sygnału zgodnie z pomiarem w oknie o długości pKM  (porów-

naj z (5.10)) 
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)(
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P , (5.25) 

gdzie: macierz P jest określona podobnie jak w (5.12) dla M=KMp. 

Charakterystyki często-
tliwościowe estymatora 
(5.25) dla kilku różnych 
wartości K  są pokazane na 
rys. 5.16 (liczba próbek w 
okresie obserwowanego sy-
gnału wynosi 64N , a 
Mp=4). Rzeczywista dłu-
gość okna pomiarowego w 
tym przypadku jest równa 
K M p  próbek. 

Algorytm (5.25) osiąga 
stan ustalony gdy liczba 
próbek stanu przejścio-
wego K M p  przyjmie war-

tość odpowiadającą ustalonej długości okna L. Podobnie jak w klasycz-
nym estymatorze, w stanie ustalonym macierz P przyjmuje postać diago-
nalną jeśli ustalona długość okna jest równa wielokrotności połowy 
okresu modelu sygnałowego. Można zauważyć, że z punktu widzenia 
właściwości częstotliwościowych, algorytm ma wszystkie cechy metody 
o dużej częstotliwości próbkowania. 

5.4 Kompensacja błędów od składowej 
aperiodycznej 

Prądy i napięcia towarzyszące zwarciom w praktyce nie są nigdy w pełni 
sinusoidalne. Prąd zwarciowy zazwyczaj zawiera zanikającą aperiodycz-
nie składową stałą, która jest niemal w pełni transformowana przez prze-
kładniki pomiarowe do obwodów wtórnych. O ile zakłócające składowe 

0

0,5

1

1,5

2

0 4 8 12 16 20 24 28 32

|X( ')|

 '=/1

K=16

K=4

K=5

K=6

 

Rys. 5.16. Charakterystyki częstotliwościowe 
algorytmów z częściowym obliczaniem skła-

dowych wektora; N=64, 4pM . 
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harmoniczne są łatwe do eliminacji, to składowa aperiodyczna wymaga 
specjalnego podejścia. Z punktu widzenia tradycyjnych algorytmów jest 
to bowiem zakłócenie niestacjonarne. Stała czasowa zanikania tej składo-
wej zależy od parametrów obwodu zwarciowego i może się zmieniać od 
kilku milisekund do ułamka sekundy. Widmo ciągłego sygnału wykład-
niczego jest nieskończone, co oznacza, że w ogólnym przypadku nie 
może być ono usunięte z widma obserwowanego sygnału w standardo-
wych algorytmach pomiarowych (patrz Przykład 2.1). Obecność składo-
wej aperiodycznej w sygnale wejściowym zabezpieczeń może niekiedy 
prowadzić do znacznych dynamicznych błędów pomiaru, sięgających 
nawet %20  wartości sygnału [18]. 

W przypadku zabezpieczeń linii, klasyczną metodą eliminacji składo-
wej aperiodycznej jest stosowanie członów kompensacyjnych w prądo-
wych obwodach wejściowych przekaźników (ang. mimic circuit). Schemat 
ideowy takiego rozwiązania jest pokazany na rys. 5.17. Obwód jest utwo-
rzony z szeregowo połączonych elementów mR , mL , przez które prze-
pływa mierzony prąd (obwód jest umieszczony po wtórnej stronie PP). 
Elementy mR , mL  obwodu kompensacyjnego są tak dobrane, że 

zzmm LRLR //  , gdzie indeks z  odnosi się do zakładanego obwodu zwar-
ciowego w linii [2], 
[4], [9]. Spadek napię-
cia na obwodzie 
kompensacyjnym jest 
proporcjonalny do 
mierzonego prądu, z 
tym, że jest on pozba-
wiony składowej 

aperiodycznej. 
Można to sprawdzić 
zakładając, że prąd 
zwarciowy jest okre-
ślony następującą 
funkcją (3.4): 
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Jeśli zwarcie nastąpiło w chwili 0t , a obwód kompensacyjny ma para-
metry proporcjonalne do odpowiednich parametrów obwodu zwarcio-
wego, to spadek napięcia przyjmie następującą postać: 
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  Rys. 5.17. Schemat ideowy układu kompensacyjnego
 z modelem linii 
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 )cos()( 11   tZIktu mim , (5.27) 

gdzie: ik  - współczynnik transformacji PP, 

 
||
||

1 Z
UI  , zzz LRZ 1j , mmm LRZ 1j , 

a więc jest proporcjonalny do składowej podstawowej prądu. Ilustracja 
tych zależności jest pokazana na rys. 5.18. Można zauważyć, że napięcie 
wyjściowe po zwarciu jest proporcjonalne do napięcia zasilającego ob-
wód zwarciowy. 

Obwody kompensacyjne są 
powszechnie stosowane w za-
bezpieczeniach linii, chociaż 
trzeba pamiętać, że charakter 
obwodu zwarciowego jest 
trudny do przewidzenia z po-
wodu nieznanej i przypadkowej 
rezystancji zwarcia. Jest to czyn-
nik, który zmienia założenia po-
czynione w (5.27), co jest źró-
dłem określonych błędów kom-
pensacji. 

Opisany schemat może być 
łatwo zamieniony na postać al-

gorytmu numerycznego, który jest częścią numerycznej procedury po-
miarowej. W celu określenia odpowiednich zależności zakłada się, że mo-
del sygnałowy prądu obserwowanego przez zabezpieczenie może być 
przedstawiony w postaci trzech składowych tworzących sygnał o podsta-
wowej harmonicznej oraz składowej aperiodycznej [9] 

 )exp()()sin()()cos()()( 0 bkkIakkIakkIki sc  , (5.28) 

gdzie: )cos()( 1   IkI c , )sin()( 1   IkI s , )cos()( 1   IkI a , 

 
aNT

Tb 1 , aT  — stała czasowa składowej aperiodycznej. 

Sygnał jest próbkowany z częstotliwością 1/ TN . 

W celu identyfikacji trzech składowych w (5.28) można zastosować 
schemat MNK. Dla 3M  kolejnych próbek otrzymuje się następujące 
równanie macierzowe: 

0,0 0,02 0,04 0,06 0,08
czas, s

u, i

e um

i1

 

Rys. 5.18. Przebieg napięcia i prądu w ukła-
dzie kompensacyjnym 
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  (5.29) 

na podstawie którego można łatwo wyznaczyć estymaty składowych: cÎ  
oraz sÎ  w kolejnych krokach próbkowania. 

Znając powyższe składowe można napisać skorygowaną postać rów-
nania (5.28), w którym pominięto zakłócającą składową aperiodyczną: 

 )sin()(ˆ)cos()(ˆ)( akkIakkIki scm  . (5.30) 

Prąd )(kim  w (5.30) jest proporcjonalny do spadku napięcia na analogo-
wym obwodzie kompensacyjnym. 

Algorytm wprowadza opóźnienie, które zależy od długości okna po-
miarowego w (5.29), która w związku z tym nie powinna być zbyt duża 
– zazwyczaj ok. 1/4 okresu podstawowej harmonicznej. Przebieg odpo-
wiedzi czasowej powyższego algorytmu jest zbliżony do reakcji oryginal-
nego układu kompensacyjnego (rys. 5.18). Separacja składowej aperio-
dycznej nie jest pełna jeśli tłumienie tej składowej jest różne od stałej cza-
sowej aT  przyjętej w modelu sygnałowym. Charakterystyka częstotliwo-

ściowa powyższego algorytmu dla N =20 oraz M=6 jest pokazana na 
rys. 5.19. Można zauważyć występowanie stosunkowo dużego wzmoc-

nienia w zakresie wysokich 
częstotliwości, co powoduje, 
że metoda jest czuła na zakłó-
cenia (szumy) oraz wyższe 
harmoniczne w przypadku 
niewielkiej nawet odchyłki 
częstotliwości od wartości 
zanamionowej. 

Wpływ obecności składo-
wej aperiodycznej w obser-
wowanym sygnale na do-
kładność estymacji określo-
nych wielkości zależy od 
właściwości algorytmu po-
miarowego. Stosunkowo 

0 2 4 6 8 10

|X( ')|

 '=/1

0

0,2
0,4
0,6

0,8
1

1,2

 

Rys. 5.19. Charakterystyka częstotliwościowa 
cyfrowego algorytmu kompensacyjnego; N

=20, M=6
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dużą odporność pod tym względem mają algorytmy oparte na modelu 
RL obwodu zwarciowego (wywodzące się z równań różniczkowych ob-
wodu). Wynika to z faktu, że w tym przypadku model pomiarowy jest 
zgodny lub zbliżony do obserwowanego procesu powstawania składo-
wej aperiodycznej. 

Należy zauważyć, że moc widma składowej zanikającej aperiodycznie 
jest skoncentrowana w zakresie niskich częstotliwości. Dlatego filtry 
użyte do ortogonalizacji powinny tłumić ten właśnie zakres częstotliwo-
ści. Niestety, w przypadku stosowania krótkich okien pomiarowych (w 
celu skrócenia odpowiedzi filtru), estymowana pierwsza harmoniczna 
sygnału leży również w paśmie niskich częstotliwości. Ta sprzeczność jest 
trudna do przezwyciężenia. Stosowanie algorytmów cyfrowych pozwala 
jednak, przy określonych założeniach, w pełni wyeliminować składową 
aperiodyczną z sygnału wejściowego zabezpieczeń. 

W przypadku algorytmu pełnookresowego możliwa jest modyfikacja 
metody najmniejszych kwadratów, która pozwala na adaptacyjną korek-
cję pomiaru składowych ortogonalnych. Wywód odpowiedniej proce-
dury zaczyna się od założenia, że stała czasowa zanikania składowej ape-
riodycznej jest znana. To założenie może być następnie zdjęte. 

Stosując trójstanowy model sygnałowy można utworzyć algorytm, 
który w pełni eliminuje składową aperiodyczną o znanej stałej czasowej. 
Pomiar składowych ortogonalnych w oknie o długości N  próbek za po-
mocą tego algorytmu jest określony następującymi wyrażeniami (3.121): 
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 (5.31) 

gdzie: cd , sd  są współczynnikami, które zależą od stałej czasowej za-
nikania składowej aperiodycznej (3.116). 

W kolejnych krokach okno pomiarowe przesuwa się względem sy-
gnału y oraz funkcji korelujących. Uwzględniając to można otrzymać na-
stępującą postać wyrażeń (5.31): 
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gdzie: )(kd c , )(kd s  są określone w (3.118). 

Podobnie jak w przypadku metody Fouriera, powyższy algorytm 
można zapisać w postaci rekursywnej. Proste przekształcenia prowadzą 
do następujących zależności [15], [16]: 

 ),()()1()(
),()()1()(

kykhkXkX
kykhkXkX

iii

rrr




 (5.33) 

 )()1()( kykXkX   , (5.34) 
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 (5.35) 

gdzie: 

  )()(2)( Nkyky
N

ky  , (5.36) 

 )cos()( akkhr  , )sin()( akkhi  . (5.37) 

Należy zauważyć, że (5.33) przedstawia klasyczny pełnookresowy al-
gorytm Fouriera, podczas gdy (5.35) wprowadza korekcję składowej ape-
riodycznej. Wielkość )(kX   jest sumą próbek sygnału w oknie pomiaro-
wym i może być rekursywnie obliczana zgodnie z (5.34). 

Algorytm (5.33)–(5.35) całkowicie eliminuje składową aperiodyczną je-
śli funkcje )(kd c  oraz )(kd s  są znane dla danej wartości stałej czasowej 
zanikania składowej aperiodycznej w obserwowanym sygnale )(ky . W 
przeciwnym przypadku korekcja (5.35) może prowadzić do dużych błę-
dów. Można jednak pokazać, że wspomniane funkcje korekcyjne mogą 
być wyznaczone na podstawie pomiarów. W tym celu funkcje (3.118) 
można zapisać w następującej formie 
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 (5.38) 

gdzie: cp  oraz sp  mogą być określone na podstawie (3.118)–(3.120) 
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przy czym: 
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 )exp( br  , 
aNT

Tb 1 . (5.40) 

W celu wyznaczenia parametru r  korzysta się z faktu, że kolejne 
próbki sygnału reprezentującego składową aperiodyczną o amplitudzie 
A  mogą być przedstawione w postaci następującego ciągu geometrycz-

nego 

       ,......,,,,...,)1(exp...,),2exp(),exp(, 12  NArArArAbNAbAbAA , (5.41) 

z ilorazem r . 

Próbki ciągu (5.41) nie mogą być bezpośrednio określone, gdy rozwa-
żana składowa jest dodana do podstawowej harmonicznej sygnału. Jed-
nak zsumowanie próbek sygnału y k( )  w jednym okresie eliminuje pod-
stawową składową harmoniczną, natomiast reszta tworzy sumę N wyra-
zów ciągu (5.41) 
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Wartość nieznanego parametru r  może być określona jako iloraz 
dwóch sąsiednich próbek (5.42) 
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Estymator (5.43) daje poprawną wartość w stanie ustalonym procedury 
(5.34), podczas gdy w stanie przejściowym, w wyniku występowania szu-
mów mogą być generowane nierealistyczne wielkości. Wartość ilorazu r  
można łatwo kontrolować ograniczając go do przedziału 
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Rys. 5.20. Współczynniki p s  oraz pc  (5.39) jako funkcje ilorazu r  
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 min1 rr  , (5.44) 

gdzie: 









min

1
min exp

aNT
Tr , minaT  założona minimalna wartość stałej 

czasowej zanikania składowej aperiodycznej, która powinna być brana 
pod uwagę w tej procedurze. 

Wartość minaT  można wybrać nie mniejszą niż (2..5) ms, gdyż zakłóce-
nia o krótszej stałej czasowej nie mają wpływu na wartość estymowanych 
wielkości w filtrze pełnookresowym. 

Współczynniki cp  i sp  zależą od parametrów r  oraz N. Przebiegi 
funkcji (5.39) dla N =20 oraz N =40 są pokazane na rys. 5.20. W rzeczy-
wistych układach pomiarowych funkcje te mogą być zapisane w pamięci 
komputera w postaci tabelarycznej, co eliminuje konieczność ich oblicza-
nia według (5.39). 

Ostatecznie, adaptacyjna korekcja, uwzględniająca amplitudę oraz stałą 
czasową zakłócenia aperiodycznego jest wprowadzana zgodnie z (5.35). 
Struktura estymatora jest pokazana na rys. 5.21. Obszar zaznaczony linią 
kreskową przedstawia klasyczny pełnookresowy algorytm Fouriera, a po-
została część odpowiada algorytmowi korekcyjnemu. Przykład ilustrujący 
efektywność korekcji jest pokazany na rys. 5.22. Zakłócająca składowa ape-
riodyczna jest identyfikowana zgodnie z podaną powyżej metodą. Widać, 
że uzyskany estymator składowych ortogonalnych jest odporny na tego 
typu zakłócenie. Korekcja jest wprowadzana tylko w przypadku pojawie-
nia się omawianego zakłócenia, co jest związane z wystąpieniem odpo-
wiednio dużej wartości )(kX  . Właściwości statyczne estymatora, a więc i 
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Rys. 5.21. Struktura algorytmu adaptacyjnej estymacji składowych 

ortogonalnych 
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charakterystyka częstotliwościowa, są takie same, jak pełnookresowego 
estymatora Fouriera (rys. 3.7).  

Powyższą metodę można także stosować w odniesieniu do algorytmu 
półokresowego. W tym przypadku równania (5.32) przyjmą następującą 
postać: 
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Stosując również trójstanowy estymator MNK, jak w (3.115)-(3.121), 

można otrzymać macierz odwrotną 
1

GP  (3.117), dla której zakłada się na-
stępujący warunek: 

 02313  qq . (5.46) 

Ponieważ celem pomiaru są tylko dwie pierwsze zmienne )(kX c , )(kX s  
w trójelementowym wektorze niewiadomych )(ˆ kx , więc zgodnie z 

Rys. 5.22. Pomiar amplitudy prądu; 
a – sygnał wejściowy, b – estymaty 

składowych ortogonalnych, c – 
przebieg amplitudy sygnału 
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warunkiem (5.46)) w estymatorze (3.96) można pominąć ostatni wiersz. 

W ten sposób w macierzy 
1

GP  ( 33 ) można dalej rozpatrywać tylko pod-
macierz utworzoną z dwóch pierwszych wierszy i kolumn  

  ijS q1P , 2..1, ji . (5.47) 

Warunek (5.46) określa sposób obliczenia współczynników )(kd c , 
)(kd s : 
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co po uproszczeniu, prowadzi do 
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gdzie: 
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 )(khr , )(khi  - jak w (5.37), r  - jak w (5.40). 
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Można zauważyć symetrię w wyrażeniach określających korekcyjne 

współczynniki cd , sd  w algorytmie pełnookresowym (5.38) i półokreso-

wym (5.52). Tym razem jednak estymacja parametru r  jest nieco bardziej 
złożona. 

Podobnie, jak w przypadku korektora pełnookresowego, wstępnie za-
kłada się, że stała czasowa zanikania składowej aperiodycznej, a zatem 
również zmienna r  jest znana, co pozwala określić składniki macierzy 

)(kSP  w (5.47). Cztery wyrazy macierzy odwrotnej, które można trakto-
wać jako współczynniki wzmocnienia algorytmu (filtru) są określone na-
stępująco: 
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Można zauważyć, że współczynniki te zmieniają się w czasie. Po 
uproszczeniu otrzymuje się: 
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Współczynniki (5.59)-(5.62) określają macierz )(kSP . Ostateczna po-
stać algorytmu jest zgodna z (3.96)  

 )()()()( kkkk T
SSS yHP=x , (5.63) 
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gdzie:   T)( )(),( kXkXk scS x , 

przy czym macierz SH  jest utworzona z dwóch pierwszych kolumn ma-

cierzy GH  (3.115). 

Zależność (5.63) można sprowadzić do następującej postaci: 
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gdzie: 
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natomiast współczynniki ijp  można otrzymać w rezultacie odwrócania 

macierzy 

     1 ijijS qpP , 2..1, ji , (5.67) 

co jest równoważne następującym prostym zależnościom: 
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przy czym,  





  )1(

44
rgNNd . 

Stosowanie algorytmu (5.64) wymaga jeszcze określenia parametru r , 
który teraz powinien być estymowany na podstawie danych z ostatniej 
połowy okresu. Wyrażenia (5.65), (5.66) można przedstawić w następują-
cej postaci 
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gdzie: 



5.4 Kompensacja błędów od składowej aperiodycznej  327 

 





12/

0
)()()(

N

j
rr jkyjkhkX , (5.70) 

 





12/

0
)()()(

N

j
ii jkyjkhkX , (5.71) 

przedstawia półokresowy algorytm Fouriera (z pominięciem współczyn-
ników skalujących), natomiast 
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 , (5.72) 

jest sumą próbek sygnału w półokresie. 

Łatwo zauważyć, że analogicznie do równań (5.33)-(5.35), zależności 
(5.70), (5.71) można przedstawić w postaci rekursywnej: 

 ),()()1()(
),()()1()(

kykhkXkX
kykhkXkX

iii

rrr




 (5.73) 

gdzie:  )2/()()( Nkykyky   (5.74) 

oraz  )2/()()1()( NkykykXkX   . (5.75) 

Parametr r  może być określony na podstawie analizy półokresowej 
uproszczonej transformaty Walsha wejściowego sygnału )(ky  (3.79). Po-
stać rekursywna algorytmu jest następująca  

 )()()1()( 2 kykkXkX ww  wal , (5.76) 

gdzie: )(2 kwal  jest funkcją prostokątną o wartościach 1 , jak w (3.76). 

Można sprawdzić, że jeśli sygnał wejściowy )(ky  ma postać jak w 
(5.28), to wyrażenie ))1()((  kXkX wwabs  jest proporcjonalne do składo-
wej aperiodycznej zawartej w tym sygnale. Zatem parametr r  jako esty-
mata funkcji )exp( b  (5.40) może być określony na podstawie następują-
cego związku:  
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Przykładowy przebieg funkcji )(kr  i jej relacja do innych sygnałów sto-
sowanych w procedurze są pokazane na rys. 5.23. Można zauważyć, że 
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poprawna wartość tej funkcji jest dostępna po 12/ N  próbkach. Do sta-
bilizacji uzyskanego wyniku można także korzystać z warunku (5.44)). 

W ten sposób, poszukiwany estymator półokresowy został w pełni 
określony. Widać, że najbardziej złożona obliczeniowo jest operacja okre-
ślania współczynników cp  oraz sp  (5.53). Można jednak zauważyć, że 
dla danej wartości kąta a  (co zależy od przyjętej częstotliwości próbko-
wania), współczynniki te są regularnymi funkcjami parametru r . Ich 
przebiegi dla 20N  są pokazane na rys. 5.24. Funkcje te mogą być z dużą 
dokładnością aproksymowane wielomianami 2-stopnia 
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gdzie: stałe współczynniki ii ba , , 3..1i  można łatwo otrzymać stosując 
algorytm MNK. 
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Rys. 5.23. Kolejne etapy określania funkcji )(kr ; N 20 
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Przebieg niektórych sygnałów tworzonych w algorytmie pokazany 
jest na rys. 5.25. Współczynniki )(),..,( 2211 kpkp , które są stosowane w koń-
cowej korekcji (5.68) mają formę odpowiednio przesuniętych sygnałów 

sinusoidalnych o częstotliwości 
drugiej harmonicznej. Charakte-
rystyka częstotliwościowa algo-
rytmu półokresowego jest poka-
zana na rys. 5.26. Widać, że w tym 
przypadku tłumienie sygnałów 
w zakresie niskiej częstotliwości 
odbywa się kosztem wzmocnie-
nia w pozostałym paśmie. Można 
również zauważyć, że charakte-
rystyka estymatora adaptacyj-
nego jest identyczna z charaktery-
styką algorytmu, w którym prze-
sunięta została funkcja impul-
sowa kosinus w celu eliminacji 
składowej stałej (rys. 3.19). 

Struktura algorytmów pełno- i 
półokresowego jest bardzo po-
dobna. Sumując powyższe wy-
wody można podać następujący 
algorytm estymacji składowych 
ortogonalnych sygnału zakłóco-
nego tłumioną składową stałą. W 
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Rys. 5.24. Współczynniki sp  oraz cp  w algorytmie półokresowym; N 20 

czas, ms

Xr(k)

Xi(k)

0 10 20 30 40 k-1

-0.5

0

0.5

1

Xc(k)

Xs(k)

X(k)

-4
-2
0
2
4
6

-10
-8
-6
-4
-2
0
2

Xp(k)

Xq(k)

a)

b)

c)

 

Rys. 5.25. Sygnały tworzone w półokreso-
wym algorytmie adaptacyjnym; N=20 
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nawiasach klamrowych podano stosowne odniesienia dla algorytmu pół-
okresowego. 
Algorytm 5.1. Pełnookresowa {półokresowa} estymacja składowych ortogo-

nalnych w obecności zakłócającej składowej aperiodycznej. 
 Na etapie projektowania algorytmu: dla przyjętej częstotliwości próbkowa-

nia określić współczynniki równania (5.78), które powinno aproksymować 
funkcje (5.39) {(5.53)}. 

 Stosując w kolejnym kroku próbkowania pełnookresowy {półokresowy} al-
gorytm Fouriera obliczyć składowe ortogonalne )(kX r , )(kX i  jak w (5.33) 
{(5.73)}. 

 Obliczyć kolejną wartość funkcji )(kX   (5.34) {półokresowej transformaty 
Walsha )(kX w  (5.75)}. Jeśli akX  )1(  {   aww kXkX  )2()1(abs
}, ( a  - założona minimalna wartość powyżej której należy prowadzić ko-
rekcję składowej aperiodycznej), to przyjąć, że )()( kXkX rc   oraz 

)()( kXkX is   i przejść na koniec algorytmu. 
 W następujących krokach obliczyć wartości współczynników )(kd c i 

)(kd s : 
- określić parametr r  zgodnie z (5.43) {(5.77)} wraz z odpowiednią korekcją 

(5.44); 
- na podstawie (5.78) określić współczynniki cp  i sp ; 
- określić wartość )(kd c  oraz )(kd s  zgodnie z (5.38) {(5.52)}. 

 Pominąć {obliczyć współczynniki 11p - 22p  (5.68) oraz )(kX p i )(kX q  
(5.69)}. 

 Określić skorygowane wartości składowych ortogonalnych )(kX c , )(kX s  
na podstawie (5.35) {(5.64)}. □ 
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Rys. 5.26. Charakterystyka częstotliwościowa półokresowego algorytmu  
adaptacyjnego (1) oraz Fouriera (2); N 20 
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Poniższy przykład ilustruje właściwości przedstawionego algorytmu. 

Przykład 5.3. W systemie 400 kV, 50 Hz, pokazanym na rys. 1.3 zostało za-
modelowane zwarcie dwufazowe L1-L2 w odległości 20 km 
od stacji A; rezystancja zwarcia  01,0fR . Sygnały prądowe 

są próbkowane z częstotliwością 1000 Hz w stacji A oraz B. W 
torze pomiarowym zastosowano filtry odcinające 350cf Hz. 
Do estymacji składowych ortogonalnych prądu pętli zwarcio-
wych w stacji A oraz B zastosować przedstawione algorytmy 
z korekcją składowej aperiodycznej. 

Przebiegi prądów w pętlach zwarciowych: )()()( 21 tititi ALALA   oraz 
)()()( 21 tititi BLBLB   są pokazane odpowiednio na rys. 5.27a,d. Rezultaty esty-

macji amplitudy za pomocą algorytmów pełnookresowych przedstawione są na 
rys. 5.27b,e. Linia kreskowana odnosi się do standardowego algorytmu Fouriera, 
natomiast linią ciągłą zaznaczono wyniki uzyskane z zastosowania algorytmu 
adaptacyjnego. Analogicznie, rezultaty stosowania algorytmów półokresowych 
są pokazane na rys. 5.27c,f. 
Można zauważyć następujące prawidłowości: 
- w przypadku sygnału zawierającego składową podstawową, składową ape-

riodyczną oraz nieznaczne udziały wyższych harmonicznych (rys. 5.27a), ko-
rzyści stosowania przedstawionego algorytmu adaptacyjnego są ewidentne: 
zarówno w wersji pełnookresowej (5.27b), jak i w wersji półokresowej (5.27c); 

- nieco gorsze są właściwości omawianego algorytmu w przypadku występo-
wania w sygnale zakłóceń o wysokich częstotliwościach (rys. 5.27d) – jednak 
również w tym przypadku uzyskuje się wynik dokładniejszy od stosowania 
klasycznego podejścia. □ 

W wielu zastosowaniach czas odpowiedzi estymatora składowych or-
togonalnych nie jest bardzo krytyczny. Można wówczas użyć bardzo pro-
stej metody eliminacji wpływu składowej aperiodycznej na wynik po-
miaru. Odpowiednia procedura jest realizowana w dwóch krokach: - ko-
relacja sygnału z funkcją typu kosinus (algorytm pełnookresowy z oknem 
o szerokości N  próbek), - utworzenie drugiej składowej ortogonalnej 
przez opóźnienie uzyskanego wyniku o liczbę próbek odpowiadającą ką-
towi 2/  ( 4/N  próbek) [17], [18]. Algorytm przyjmuje zatem następującą 
postać: 
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Rys. 5.27. Rezultat pomiarów amplitudy prądu 21 LLI   w stacji A oraz B  
(rys. 1.3) za pomocą pełnookresowego (b, e) oraz półokresowego (c, f)  

algorytmu Fouriera; ciągłą linią zaznaczono rezultat korekcji  
składowej aperiodycznej ; N 20 
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Procedura (5.79) daje dobre 
tłumienie składowej aperio-
dycznej, szczególnie gdy stała 
czasowa zanikania aT  jest bli-
ska okresowi składowej pod-
stawowej 1T . Na rys. 5.28 po-
kazano rezultaty estymacji 
amplitudy sygnału za pomocą 
trzech prezentowanych me-
tod. Należy zauważyć, że es-
tymator (5.79) wprowadza do-
datkowe opóźnienie o warto-
ści 4/N  próbek. Charaktery-
styka częstotliwościowa esty-
matora jest pokazana na rys. 
4.14. 

5.5 Błędy wynikające ze zmiany częstotliwości 
sygnału 

W większości rozpatrywanych procedur pomiarowych zakłada się, że 
częstotliwość wejściowych sygnałów prądu i napięcia jest stała, równa 
częstotliwości znamionowej. To założenie nie zawsze jest spełnione, a od-
chyłka częstotliwości od założonej wartości prowadzi do błędów estyma-
cji. Analizę tych błędów można prowadzić na podstawie charakterystyki 
częstotliwościowej użytego algorytmu. Z praktycznego punktu widzenia 
ważne jest poszukiwanie algorytmów, które eliminują lub redukują błędy 
wynikające ze zmiany częstotliwości sygnału. Można wyróżnić następu-
jące sposoby postępowania (zakłada się, że celem pomiaru jest określenie 
składowych sygnału zespolonego): 
- włączenie nieznanej częstotliwości do modelu sygnałowego procesu, 

co pozwala uwzględnić aktualną wartość częstotliwości w estymato-
rze sygnału zespolonego; 

- stosowanie oddzielnego pomiaru częstotliwości i odpowiednia ko-
rekta uzyskanych wyników pomiaru składowych ortogonalnych 
prądu i napięcia; 

- synteza algorytmów, w których wpływ częstotliwości jest wyelimino-
wany lub istotnie zredukowany. 
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Rys. 5.28. Odpowiedzi algorytmów po-
miaru amplitudy: 1 – z przesunięciem sy-
gnału (5.79), 2 – algorytmu adaptacyjnego 
(5.35), 3 – pełnookresowego algorytmu Fo-
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Naturalnym sposobem eliminacji rozpatrywanego problemu jest przy-
jęcie częstotliwości w charakterze parametru estymacji. Prowadzi to jed-
nak do złożonych algorytmów, takich jak nieliniowa metoda najmniej-
szych kwadratów (p. 3.4.4) lub rozszerzony filtr Kalmana (p. 3.6.2), któ-
rych stosowanie jest często niemożliwe ze względu na ograniczenia 
sprzętowe. Problemem może być także stabilność wspomnianych algo-
rytmów jeśli mogą wystąpić gwałtowne zmiany częstotliwości. 

Bezpośrednia korekcja wyników estymacji sygnału zespolonego w za-
leżności od zmian częstotliwości może być bardzo kłopotliwa. Pokazują 
to równania (4.19) oraz (4.23) przedstawiające ogólną postać estymat sy-
gnałów zespolonych uzyskanych, odpowiednio, na drodze filtracji lub 
korelacji. Zależność od częstotliwości jest wyrażona funkcją uwikłaną, co 
utrudnia wykorzystanie informacji o wartości częstotliwości ' . Poniżej 
analizowane są te problemy dla estymatorów wybranych wielkości kry-
terialnych. 

5.5.1 Błędy pomiaru amplitudy 

Algorytmy pomiaru amplitudy są analizowane przy okazji estymacji sy-
gnału zespolonego w p. 4.3. Zależność wartości amplitudy mierzonego 
sygnału od częstotliwości jest określona przez charakterystykę częstotli-
wościową estymatora zgodnie z (4.27): 

)'(|)'(|  YGX  , 

gdzie: )'(G  określa wzmocnienie estymatora i najczęściej zależy od 
chwilowej fazy sygnału, jak w (4.28). To znacznie utrudnia korekcję. 

Wady tej pozbawiony jest esty-
mator amplitudy (4.26), którego 
charakterystyka częstotliwo-
ściowa (4.31) nie zależy od fazy sy-
gnału wejściowego (rys. 4.8). Prze-
bieg tej charakterystyki w prze-
dziale )2..0('   dla dwóch róż-
nych wartości przesunięcia m  w 
(4.26) jest pokazany na rys. 5.29. 

Znajomość tej charakterystyki 
w postaci zależności (4.50) bezpo-
średnio prowadzi do następują-
cego estymatora amplitudy, w 
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Rys. 5.29. Charakterystyka częstotliwo-
ściowa estymatora amplitudy dla 

dwóch różnych wartości opóźnień m
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szerokim zakresie odpornego na zmiany częstotliwości [5]: 
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gdzie: )'(G  — wzmocnienie estymatora (4.50), 
'
0  — częstotliwość, dla 

której estymator został zaprojektowany. 
Składowe ortogonalne w (5.80) należy określić zgodnie z algorytmem fil-
tracyjnym lub korelacyjnym z przesuwającymi się funkcjami bazowymi. 
Na przykład, w przypadku pełnookresowego algorytmu Fouriera, należy 
stosować procedury (3.36) lub (3.40). Jeśli do estymacji składowych orto-
gonalnych stosowany jest algorytm korelacyjny z przesuwającym się ok-
nem czasowym (co może być uzasadnione ze względu na jego prostą po-
stać rekursywną (3.60)), to estymator (4.26) należy zastąpić odpowiednio 
procedurą (4.34). 

Stosowanie zależności (5.80) wymaga bieżącego pomiaru częstotliwo-
ści ' , na podstawie której obliczana jest wartość funkcji )'(G . Proce-
durę tę można znacznie uprościć, jeśli funkcja )'(G  zostanie wcześniej 
obliczona i zapisana w postaci tablicy w pamięci komputera. Funkcję tę 
można także zapisać w postaci dogodniejszej do obliczeń przez aproksy-
mację według algorytmu MNK. 

Efekt korekcji błędu pomiaru amplitudy od zmian częstotliwości jest 
pokazany na rys. 5.30. Rysunek przedstawia przebiegi amplitud uzy-
skane przy pomiarze sygnału sinusoidalnego o częstotliwości względnej 

9,0'  i amplitudzie równej 1 według trzech różnych metod: klasycz-
nego algorytmu (4.27) – linia 
kropkowana, algorytmu 
(4.26) z przesunięciem 1m  - 
linia kreskowa oraz tego sa-
mego algorytmu z korekcją 
zgodnie z (5.80) – linia ciągła. 
We wszystkich rozpatrywa-
nych przypadkach składowe 
ortogonalne zostały wyzna-
czone według pełnookreso-
wego filtracyjnego algorytmu 
Fouriera. Widać, że w ostat-
nim przypadku poprawny 
pomiar stabilizuje się po cza-
sie równym sumie okresu 
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Rys. 5.30. Odpowiedź estymatorów ampli-
tudy na sygnał o częstotliwości 9,0' : 

1— estymator (4.27), 2— estymator (4.26), 
3—estymator (5.80) 
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składowej podstawowej i jednej próbki przesunięcia. W przypadku sto-
sowania klasycznego algorytmu wyznaczania modułu sygnału zespolo-
nego (krzywa 1) wynik oscyluje z częstotliwością zbliżoną do drugiej har-
monicznej. Amplituda tych oscylacji jest określona przez wartości górnej 
( )'(A ) i dolnej ( )'(B ) obwiedni charakterystyki częstotliwościowej es-
tymatora dla analizowanej częstotliwości(rys. 4.5). 

5.5.2 Błędy pomiaru mocy i impedancji 

W celu analizy wpływu zmian częstotliwości na pomiar składowych im-
pedancji zostaną rozpatrzone estymatory (4.87). Można zauważyć, że 
wpływ zmian częstotliwości na dokładność pomiaru impedancji zależy 
od podatności na te zmiany algorytmów pomiaru amplitudy prądu oraz 
mocy czynnej P  i biernej Q . Przebieg tych wielkości  w przypadku za-
stosowania klasycznego pełnookresowego algorytmu Fouriera do esty-
macji składowych ortogonalnych jest pokazany na rys. 5.31. Wejściowe 
sygnały prądu i napięcia są takie, jak w (4.84), przy czym, 9,0' . Widać, 
że przebiegi kwadratu prądu i mocy czynnej wykazują oscylacje, co jest 
zgodne z ich charakterystykami częstotliwościowym. Estymator mocy 
biernej ma charakterystykę niezależną od fazy w całym zakresie zmian 
częstotliwości (rys. 4.17b), więc również odpowiedź na rys. 5.31a jest nie-
zmienna w stanie ustalonym. Ostatecznie, rezystancja i reaktancja jest 
mierzona z błędem, którego wartość ma charakter oscylacyjny (rys. 
5.31b). 

W celu stabilizacji odpowiedzi i korekcji błędów estymatorów można 
stosować odpowiednio zmodyfikowane algorytmy pomiaru amplitudy 
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Rys. 5.31. Odpowiedź estymatora impedancji na sygnał o częstotliwości 

9,0' : sygnały składowe estymatora (a) oraz zmierzone wartości rezystancji 
i reaktancji (b) 
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prądu – zgodnie z (5.80), natomiast do pomiaru mocy czynnej można 
użyć równania (4.71) z odpowiednim przesunięciem. W ten sposób 
wszystkie elementy estymatorów (4.87) mają stałe wartości po ustaleniu 
się odpowiedzi. Pozostaje jeszcze korekcja ich wartości w zależności od 
aktualnej częstotliwości. 

Niech, na przykład, do estymacji składowych ortogonalnych prądu i 
napięcia w (4.71) zastosowane będą jednakowe, pełnookresowe filtra-
cyjne algorytmy Fouriera. Charakterystykę częstotliwościową estymatora 
mocy można uzyskać przez podstawienie do (4.71) sygnałów prądu i na-
pięcia poddanych filtracji w odpowiednich filtrach o transmitancji (3.43). 
Wejściowe sygnały prądu (4.84), zgodnie z (4.10), można przedstawić na-
stępująco: 
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 (5.81) 

i podobnie dla napięcia: 
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gdzie: )'()'()'(  c
cc HH jejj  , )'()'()'(  s

ss HH jejj   - transmitancje 

filtrów, jak w (3.43). 

Po podstawieniu (5.81), (5.82) do (4.71) i dokonaniu niezbędnych prze-
kształceń otrzymuje się następującą postać skorygowanego estymatora 
(należy zauważyć, że 2/)'()'(   cs ): 
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)(kP  - estymator mocy przed korekcją (4.71), 

przy czym, )'(G  ma postać jak w (4.50). Zatem, estymator (4.71) ma cha-
rakterystykę częstotliwościową taką samą, jak szeregowo połączone esty-
matory prądu i napięcia określone zgodnie z (4.26). 

Podobną korekcję można przeprowadzić w odniesieniu do estymatora 
mocy biernej (4.76). W rezultacie, otrzymuje się: 
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Widać stąd, że jeśli do pomiaru impedancji zastosować estymatory 
(4.87), w których moc czynna będzie określana zgodnie z (4.71), to uzy-
skany estymator rezystancji jest całkowicie niewrażliwy na zmianę czę-

stotliwości (ponieważ  2)'()'(  GGP  ). Estymator reaktancji należy ko-
rygować zgodnie z zależnością: 
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gdzie: )(kX  - reaktancja określona na podstawie (4.87). 

Na rys. 5.32 pokazane są trajektorie impedancji bezpośrednio przed 
ustaleniem się i w stanie ustalonym algorytmów: z korekcją od zmian czę-
stotliwości ( kZ — krzywa ciągła) oraz bez korekcji ( Z  — krzywa przery-
wana); sygnały wejściowe prądu i napięcia jak w (4.84), 9,0' . Widać, 
że w przypadku algorytmu bez korekcji, w stanie ustalonym trajektoria 
zatacza elipsę wyznaczoną przez błędy pomiaru rezystancji i reaktancji. 
Przebiegi skorygowanych wielkości są opóźnione o m  próbek w 
związku ze stosowaniem opóźnienia w algorytmach korekcji mocy czyn-

nej i amplitudy. 
W celu analizy wpływu 

zmian częstotliwości na esty-
mację impedancji na podstawie 
równania różniczkowego mo-
delu obwodu zwarciowego 
(4.91), należy podstawić do 
(4.94) harmoniczne sygnały 
prądu i napięcia zgodnie z 
(4.84). Łatwo pokazać, że 
otrzymana rezystancja ob-
wodu R  nie zależy od często-
tliwości, jeśli tylko w zależno-
ści (4.95) (i podobnie w (4.99)) 
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Rys. 5.32. Trajektoria impedancja dla czę-
stotliwości 9,0' : Z  - bez korekcji, kZ  -

z korekcją od zmian częstotliwości 
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sposób aproksymacji napięcia i prądu będzie jednakowy. Błąd estymacji 
reaktancji LX   zmienia się wraz z częstotliwością według zależności: 
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lub (4.104). 

Powyższa analiza pokazuje, że korekcja błędów od zmian częstotliwo-
ści może być niekiedy bardzo prosta. Przy wyborze określonego algo-
rytmu warto więc przeprowadzić analizę jego odporności na to zakłóce-
nie. 

5.6 Podsumowanie 

Większość metod pomiarowych stosowanych w automatyce elektroener-
getycznej bazuje na założeniu, że obserwowane sygnały prądu lub napię-
cia mogą być reprezentowane w postaci modelu sygnału zespolonego. Z 
tego punktu widzenia, pomiar sprowadza się do estymacji składowych 
ortogonalnych wektora określonej harmonicznej prądu lub napięcia. Ta-
kie podejście daje możliwość wykorzystania znanych zależności definiu-
jących podstawowe wielkości elektryczne, które najczęściej występują 
także w charakterze wielkości kryterialnych automatyki (amplituda, faza, 
impedancja, moc itp.). 

Pomimo dobrze znanych, klasycznych metod pomiaru tych wielkości, 
istnieją duże trudności w uzyskaniu dostatecznie dobrych wyników w 
czasie krótszym niż jeden okres składowej podstawowej napięcia sieci. 
Nawet ten przedział nie jest łatwo osiągnąć, jeśli w obserwowanym sy-
gnale występują określone zakłócenia. To sprawia, że w dalszym ciągu 
poszukuje się nowych metod zarówno pomiaru wielkości elektrycznych, 
jak i oceny stanu nadzorowanego procesu. W tym rozdziale przedsta-
wiono wybrane sposoby skrócenia czasu pomiaru lub eliminacji wpływu 
niektórych zakłóceń. 

Omawiane procedury pomiarowe są określane w rezultacie analizy 
źródeł błędów pomiarowych. Ze względu na charakter stosowanych al-
gorytmów, rozróżnia się dwie grupy tych błędów: 

- błędy ustalonego stanu pomiaru, 
- błędy dynamiczne. 
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Dobrym sposobem oceny algorytmu w stanie ustalonym jest analiza 
jego charakterystyki częstotliwościowej. W przypadku procedur o stałym 
oknie pomiarowym, kształt charakterystyki częstotliwościowej w podsta-
wowym stopniu zależy od długości tego okna (a zatem i od opóźnienia 
pomiaru). Obserwuje się tu znaną sprzeczność, że skrócenie czasu po-
miaru prowadzi do uwydatnienia wpływu zakłóceń na jego dokładność 
- i odwrotnie. Pewien kompromis może być uzyskany w rezultacie stoso-
wania wstępnej filtracji mierzonych sygnałów (ang. pre-filtering), a także 
wygładzania wyników pomiaru (ang. post-processing). W tym ostatnim 
przypadku dobrym rozwiązaniem może być stosowanie filtrów nielinio-
wych, jak na przykład, filtrów medianowych. 

Różne są sposoby skracania długości stanu przejściowego algorytmu 
pomiarowego. W rozdziale przedstawiono dwa podstawowe podejścia: 
- skrócenie okna pomiarowego, co w ogólnym przypadku prowadzi do 

algorytmu ze zmienną długością okna pomiarowego; 
- korekcja stanu przejściowego, w której wykorzystuje się niezależność 

odpowiedzi proponowanej metody na zmianę fazy mierzonego sy-
gnału. 
Ważnym rodzajem zakłóceń w sygnałach wejściowych układów auto-

matyki elektroenergetycznej jest składowa aperiodyczna, która może być 
szczególnie wydatna w prądach zwarciowych. W niniejszym rozdziale 
podano oryginalny algorytm pomiaru składowych ortogonalnych sy-
gnału, który jest całkowicie niewrażliwy na występowanie tego typu za-
kłócenia, niezależnie od amplitudy i stałej czasowej zanikania. Przepro-
wadzono również szczegółową analizę proponowanej metody. 

Przedstawiona jest również krótka analiza wpływu zmiany częstotli-
wości systemu na dokładność pomiaru podstawowych wielkości kryte-
rialnych. Problem wrażliwości metod pomiarowych na zmianę częstotli-
wości podstawowej może mieć istotne znaczenie w przypadku znacz-
nych lokalnych zmian częstotliwości sieci (na przykład, przy wydzielonej 
pracy systemu). 

5.7 Literatura 

[1] Adamiak M.G., Alexander G.E., Premerlani W.: A new approach to current 
differential protection for transmission lines. Texas A&M University Confer-
ence for Protective Relay Engineers, College Station, Texas, April 5-8, 
1998. 



5.7 Literatura 341 

[2] Benmouyal G.: Removal of DC-offset in current waveforms using digital 
mimic filtering. IEEE Trans. on Power Delivery, Vol. 10, No 2, April 1995, 
ss. 621-628. 

[3] Iżykowski J., Kasztenny B., Rosołowski E, Saha M.M., Hillstrom B.: Dy-
namic compensation of capacitive voltage transformers. IEEE Transactions on 
Power Delivery, Vol. 13, No 1, January 1998, ss. 116-122. 

[4] Johnes A.T., Salman S.K.: Digital Protection for Power Systems. Peter Pere-
grinus Ltd. IEE Power Series 15, London 1995. 

[5] Kasztenny B., Rosołowski E.: Two new measuring algorithms for generator 
and transformer relaying. IEEE Trans. on Power Delivery, Vol. 13, No 4, 
October 1998, ss. 1053-1059. 

[6] Li K.K.: An adaptive window length algorithm for accurate high speed digital 
distance protection. Electrical Power & Energy Systems, Vol. 19, No 6, 
1997, ss. 375-383 

[7] Łukowicz M., Rosołowski E., Iżykowski J.: Zastosowanie sztucznych sieci 
neuronowych do kompensacji błędów pojemnościowych przekładników napięcio-
wych. Przegląd Elektrotechniczny, R. LXXV 9/1999, ss. 224-229. 

[8] Mitra S.K., Kaiser J.F. (ed.): Handbook for digital signal processing. John 
Wiley & Sons, Inc. New York 1993. 

[9] Phadke A.G., Thorp J.S.: Computer Relaying for Power Systems. Research 
Studies Press Ltd. Taunton, Somerset 1994. 

[10] Rosołowski E.: Analiza algorytmów cyfrowych zabezpieczeń elektroenerge-
tycznych. Prace Naukowe Instytutu Energoelektryki Pol. Wr. nr 88. Wy-
dawnictwo Pol. Wr., Wrocław 1992. 

[11] Rosołowski E., Szafran J.: Fast estimation of protection criterion values using 
dynamical correction. Proceedings of the Eleventh Power Systems Com-
putation Conference, Avignon, France, August 30 -September 3, 1993, 
Vol. II, ss. 805-811. 

[12] Rosołowski E., Szafran J.: Dynamically Corrected Fast Estimators of Current 
and Voltage Magnitude. IEE Proc.-Gener. Transm. Distrib., Vol. 142, No 3, 
May 1995, ss. 310-316. 

[13] Rosołowski E., Szafran J.: Cyfrowe metody szybkiej estymacji amplitudy sy-
gnału z korekcją stanu przejściowego. Archiwum Elektrotechniki, tom XLIII, 
zeszyt 3, ss. 561-575. 

[14] Rosołowski E.: Rekursywny algorytm eliminacji składowej aperiodycznej w 
sygnale zabezpieczeniowym. Archiwum Elektrotechniki, tom XL, 1991, 
zeszyt 3/4, ss. 517-531. 

[15] Rosołowski E.: Adaptacyjny algorytm eliminacji składowej aperiodycznej w 
sygnale zabezpieczeniowym. Przegląd Elektrotechniczny, R. LXXVI 
3/2000, ss. 57-61. 

[16] Rosołowski E., Iżykowski J., Kasztenny B.: Adaptive measuring algorithm 
suppressing a decaying DC component for digital protective relay. Electric 
Power System Research, 60 (2001), ss. 99-105. 



342 5 Kompensacja błędów pomiarowych 

[17] Schweitzer E.O., Hou D.: Filtering for protective relays. 19th Annual West-
ern Protective Relay Conference. Spokane, Washington 1992. 

[18] Szafran J.: Rozpoznawanie sygnałów w cyfrowej automatyce zabezpieczenio-
wej. Prace Naukowe Instytutu Energoelektryki Pol. Wr. nr 83. Wydaw-
nictwo Pol. Wr., Wrocław 1990. 

[19] Szafran J., Rebizant W.: Estymatory składowych impedancji niewrażliwe na 
wahania częstotliwości. Przegląd Elektrotechniczny, R. LXXIV 4/1998, ss. 
92-95. 

[20] Winkler W., Wiszniewski A.: Automatyka zabezpieczeniowa w systemach 
elektroenergetycznych. WNT. Warszawa 1999. 

[21] Wiszniewski A.: New Algorithm of Calculating Current and Voltage Phasors 
for Fast Protection. IEE Proc., Pt. C, Vol. 134, No 1, January 1987, ss. 87-88. 

[22] Wiszniewski A.: Algorytmy pomiarów cyfrowych w automatyce elektroener-
getycznej. WNT. Warszawa 1990. 

[23] Wiszniewski A.: Przekładniki w elektroenergetyce. WNT. Warszawa 1995. 
[24] Wiszniewski A.: Digital High-Speed Calculation of the Distorted Signal Fun-

damental Component. IEE Proc., Vol. 137, Pt. C, nr 1, January 1990, ss. 19-
24. 

[25] Xia Y.Q., Li K.K.: Development and Implementation of a Variable-Window Al-
gorithm for High-Speed and Accurate Digital Distance Protection. IEE Proc.-
Gener. Transm. Distrib., Vol. 141, No 4, July 1994, ss. 383-389. 



 

Rozdział 6 

METODY SZTUCZNEJ INTELIGENCJI 
W AUTOMATYCE ELEKTROENERGETYCZNEJ 

6.1 Wstęp 

W wielu zagadnieniach technicznych występują zjawiska lub relacje, 
które są trudne do opisania w postaci jednoznacznych, dokładnych zależ-
ności funkcyjnych, przydatnych do ich analizy. Typowe przykłady zwią-
zane są z problemami interpretacji zarejestrowanych przebiegów lub 
zdjęć lotniczych. Pozostając w obszarze elektroenergetyki wiadomo, jak 
przemyślne niekiedy muszą być stosowane numeryczne metody określa-
nia momentu wystąpienia zwarcia lub identyfikacji jego rodzaju, podczas 
gdy rzut oka doświadczonego inżyniera na zarejestrowane przebiegi prą-
dów i napięć pozwala mu łatwo ocenić zdarzenie. Próba odtworzenia 
procesów myślowych zachodzących w mózgu oraz ogólnie obowiązują-
cych w przyrodzie ożywionej doprowadziła do powstania różnorodnych 
technik celowego przetwarzania informacji, które objęte są wspólną na-
zwą metod sztucznej inteligencji. Należy podkreślić, że pomimo tej bardzo 
ekscytującej nazwy, związane z nią metody są zazwyczaj stosowane do 
rozwiązywania bardzo prozaicznych zagadnień technicznych. W tym też 
znaczeniu algorytmy sztucznej inteligencji są stosowane w automatyce 
elektroenergetycznej [81], [95]. 

Zakres technik składających się na pojęcie ‘metody sztucznej inteligen-
cji’ bywa różnie definiowany. W odniesieniu do zastosowań w elektroe-
nergetyce przyjęło się wyróżniać następujące metody i algorytmy sztucz-
nej inteligencji [26], [95]: 

- Systemy Ekspertowe (SE), 
- Systemy Rozmyte (SR), 
- Sztuczne Sieci Neuronowe (SSN), 
- Algorytmy Genetyczne (AG). 
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Każda z tych metod stanowi oddzielne, obszerne zagadnienie w za-
kresie teorii i praktyki projektowania odpowiednich algorytmów, ich we-
ryfikacji oraz aplikacji. W niniejszym rozdziale problemy te zostaną jedy-
nie zarysowane i podane będą wybrane ich zastosowania do rozwiązy-
wania zagadnień związanych z przetwarzaniem informacji oraz podej-
mowaniem decyzji w układach automatyki elektroenergetycznej. Pomi-
nięto AG, które należą do metod optymalizacyjnych i w automatyce mają 
zastosowanie do syntezy odpowiednich algorytmów oraz określania ich 
nastaw, a rzadziej w samym procesie sterowania. Czytelnicy zaintereso-
wani poszerzeniem wiadomości w zakresie podstawowym oraz w odnie-
sieniu do rozpatrywanych tu zastosowań mogą znaleźć bliższe informa-
cje w obszernej literaturze, której ważniejsze pozycje zamieszczono na 
końcu rozdziału. 

Wraz z pojawieniem się pierwszych zastosowań metod sztucznej inte-
ligencji w technice zauważono, że mogą one skutecznie przyczynić się do 
poprawy funkcjonowania automatyki elektroenergetycznej, a w szczegól-
ności do usprawnienia procesu podejmowania decyzji przez zabezpiecze-
nia elektroenergetyczne [82], [83]. Podstawą tej przesłanki jest widoczne 
każdemu specjaliście stosunkowo małe wykorzystanie przez tradycyjne 
układy automatyki zabezpieczeniowej informacji zawartej w mierzonych 
sygnałach prądu i napięcia. Nie pozwalają na to ‘sztywne’ metody pomia-
rowe oraz ‘ostra’, dwuwartościowa logika stosowana w członach decy-
zyjnych. W rezultacie, działanie tradycyjnego przekaźnika jest zbliżone 
do funkcjonowania czujnika dwupołożeniowego, co ogranicza wykorzy-
stanie informacji zawartej w obserwowanych przebiegach prądu i napię-
cia oraz utrudnia prawidłowe rozpoznanie zakłócenia. Może to prowa-
dzić do błędnego funkcjonowania zabezpieczenia, które objawia się zbęd-
nymi działaniami, zaniechaniem działania lub działaniem opóźnionym. 

Funkcjonowanie układów automatyki zabezpieczeniowej może być 
znacznie poprawione (w sensie nakładanych na nie wymagań), jeśli w 
procesie przetwarzania informacji zastosowane zostaną reguły sztucznej 
inteligencji. Zwykle łączy się to z rozszerzeniem cech klasycznych ukła-
dów o następujące elementy [85], [88], [100]: 
- ostateczna decyzja przekaźnika jest podejmowana na podstawie wielu 

kryteriów oceny wystąpienia zagrożenia, 
- poszczególne wielkości kryterialne powinny być wyznaczane z 

uwzględnieniem stopnia niepewności informacji w stanie przejścio-
wym, po wystąpieniu zakłócenia, 
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- nastawy układu (przekaźnika) powinny być adaptowane do zmian w 
nadzorowanym obiekcie oraz do stopnia niepewności informacji do-
starczanej przez człon pomiarowy, 

- proces podejmowania decyzji powinien uwzględniać konsekwencje 
błędnej decyzji, co wyrażane jest przez czynnik sprzyjający wyłączeniu 
lub blokowaniu wyłączenia, 

- wprowadzenie opóźnienia działania układu automatyki powinno 
uwzględniać stopień pewności wyznaczonych wielkości kryterial-
nych. 
Dziedzina wiedzy związana z metodami sztucznej inteligencji jest ga-

łęzią informatyki zajmującą się metodami i środkami, które pozwalają od-
wzorować niektóre elementy ludzkiej inteligencji w postaci algorytmów 
i programów komputerowych. Wykorzystuje się w tym celu różne kla-
syczne techniki przetwarzania, jak metody numeryczne czy cyfrowe 
przetwarzanie sygnałów oraz nowe metody, które wykorzystują takie 
środki, jak zasady logiki wielowartościowej, przetwarzanie równoległe, 
odwzorowanie reguł wnioskowania i inne. W tym rozdziale przedsta-
wiono podstawowe zagadnienia związane z zastosowaniem tych nowych 
metod w automatyce elektroenergetycznej. 

6.2 Systemy ekspertowe 

6.2.1 Wprowadzenie 

Decyzja podejmowana przez przekaźnik jest określana na podstawie po-
równania zmierzonej wielkości kryterialnej z odpowiednią nastawą. To 
lakoniczne stwierdzenie pomija cały proces projektowania zabezpiecze-
nia, w trakcie którego została określona odpowiednia wielkość kryte-
rialna, sposób jej pomiaru oraz wartość progu stanowiącego nastawę 
przekaźnika. W tradycyjnym rozwiązaniu wszystkie te parametry są 
określone w rezultacie dokładnej analizy zjawisk w nadzorowanym 
obiekcie w różnych warunkach jego pracy i wybrane jako końcowe roz-
wiązanie, najlepsze z punktu widzenia spełnienia wymagań poprawnego 
działania całego urządzenia. Do oceny poprawności działania przyjmuje 
się zazwyczaj takie warunki, w których zła decyzja przekaźnika prowa-
dzi do najbardziej niekorzystnych skutków. Takie podejście sprawia, że 
w praktyce bardzo rzadko mogą wystąpić warunki, które projektant 
przewidział jako ‘wzorcowe’, co zwykle sprawia, że przekaźnik musi 
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mieć przesadnie wygórowane parametry (a więc jest drogi), lub jego dzia-
łanie może być niepoprawne. 

System ekspertowy zastosowany w układzie automatyki przewiduje 
inne, bardziej elastyczne wykorzystanie wiedzy projektanta i inżyniera (a 
więc ekspertów). W miejsce jednego sztywnego rozwiązania układu po-
miarowego i decyzyjnego proponuje się zastosowanie kilku rozwiązań 
(układ wielokryterialny), a wybór pomiędzy nimi (lub zmiana odpowied-
nich parametrów) odbywa się na zasadzie wykorzystania uprzednio 
zgromadzonej i odpowiednio zapisanej wiedzy pochodzącej od eksper-
tów. 

6.2.2 Struktura systemu ekspertowego 

Przez system ekspertowy rozumie się zazwyczaj program komputerowy, 
który symuluje zachowanie się eksperta podczas rozwiązywania przez 
niego problemu, związanego z jego dziedziną wiedzy [69]. Program ten 
musi mieć dostęp do odpowiednio sporządzonej bazy wiedzy, na podsta-
wie której, poprzez wykonanie określonych operacji logicznej dedukcji, 
rozwiązuje postawiony problem. W ogólnym przypadku SE odtwarza 
wiedzę eksperta w zakresie podejmowania decyzji w wybranej, ściśle 
określonej dziedzinie. SE jest określony przez bazę wiedzy oraz maszynę 
wnioskującą (rys. 6.1). 

Baza wiedzy odwzorowuje wiedzę eksperta w zakresie faktów, obiek-
tów, ich atrybutów, oraz reguł wnioskowania i kojarzenia odpowiednich 
faktów, które razem pozwalają rozwiązywać problemy związane z prze-
twarzaniem danych dostarczanych przez układ pomiarowy. Baza wiedzy 

edytor reguł

inżynier wiedzy

ekspert

Baza wiedzy

Maszyna
wnioskująca

pomiar

decyzja

nadzorowany
proces

 

Rys. 6.1. Struktura systemu ekspertowego 
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związana z faktami i obiektami jest zbiorem pewników obowiązujących 
w rozważanym procesie lub obiekcie, natomiast baza reguł wnioskowania 
jest zbiorem zasad logicznych uzależnień pomiędzy występującymi zja-
wiskami, obiektami lub danymi, na przykład, w postaci reguł: jeżeli <a> 
to <b> . Informacja zapisana w bazie wiedzy pochodzi z dwóch źródeł: - 
są to pewniki lub fakty, określone na podstawie zasad fizyki oraz – dane 
subiektywne, ‘heurystyki’, które są odbiciem doświadczenia i praktycz-
nej wiedzy eksperta. 

Baza wiedzy jest tworzona na etapie syntezy systemu ekspertowego, a 
także w procesie jego uczenia. Powstaje ona w wyniku współpracy inży-
niera wiedzy z ekspertem. Należy zauważyć, że baza wiedzy istotnie różni 
się od bazy danych, która jest znana z systemu przetwarzania danych. 

System ekspertowy jest utworzony w postaci programu komputero-
wego, który może być napisany z użyciem dowolnego języka programo-
wania, jednak powstały języki komputerowe, które szczególnie się do 
tego nadają: PROLOG oraz LISP [69]. Mają one logiczne konstrukcje, po-
zwalające w łatwy sposób formować relacje oraz zależności pomiędzy 
elementami bazy wiedzy. Należy podkreślić, że tworzenie bazy wiedzy 
oraz odpowiednich relacji i ich weryfikacja jest najbardziej uciążliwym 
etapem tworzenia systemu ekspertowego. 

Maszyna wnioskująca przeprowadza logiczne przetwarzanie faktów 
pochodzących z nadzorowanego procesu oraz wiedzy zawartej w bazie 
wiedzy. Odbywa się to w drodze interpretowania zawartości bazy wie-
dzy w kontekście zdarzeń wejściowych (pochodzących z pomiarów lub 
zadawanych przez użytkownika), którego celem jest osiągnięcie odpo-
wiedniej konkluzji w postaci decyzji wyjściowej. Maszyna wnioskująca 
określa, które zależności zgromadzone w bazie wiedzy powinny być in-
terpretowane i w jakiej kolejności. Utworzenie odpowiednich strategii 
przetwarzania wiedzy w postaci łańcuchów wnioskowania w dużym 
stopniu decyduje o efektywności systemu ekspertowego. Stosowana jest 
przy tym jedna z dwóch następujących strategii: 
- wnioskowanie progresywne (ang. forward chaining), w którym proces 

podejmowania decyzji przebiega na drodze kolejnego rozpatrywania 
faktów i generowania kolejnej, wynikającej z tego konkluzji, a następ-
nie uwzględnianie tej konkluzji jako przesłanki do kolejnej reguły, aż 
do uzyskania ostatecznej odpowiedzi; 

- wnioskowanie regresywne (ang. backward chaining) prowadzi przez 
odwrotne postępowanie: określany jest cel ostateczny lub cele po-
szczególnych etapów (hipotezy) i następnie te hipotezy są 



348 6 Metody sztucznej inteligencji w automatyce elektroenergetycznej 

konfrontowane z dostępnymi danymi wejściowymi oraz zawartością 
bazy wiedzy. 
W niektórych rozwiązaniach stosuje się również strategie mieszane. 

Należy przy tym zapewnić usuwanie konfliktów oraz możliwość uzyska-
nia rozwiązania w każdej sytuacji. SE powinien mieć możliwość groma-
dzenia ‘doświadczenia’ przez pozyskiwanie wiedzy podczas rozwiązy-
wania bieżących zadań [6], [69]. 

Metody stosowane w systemach ekspertowych podlegają ciągłemu 
doskonaleniu. Rozwój systemów rozmytych, którym poświęcona jest ko-
lejna część niniejszego rozdziału, spowodował pojawienie się nowych 
technik przetwarzania informacji zawartej w bazie wiedzy. Stosowane 
tam zasady wnioskowania logicznego oraz tworzenie relacji zachodzą-
cych pomiędzy odpowiednimi obiektami logicznymi zostanie przedsta-
wione w dalszej części rozdziału, przy okazji omawiania systemów roz-
mytych. Poniżej przedstawiono jedynie wybrane przykłady zastosowań 
systemów ekspertowych w automatyce elektroenergetycznej. 

6.2.3 Przykłady zastosowań 

System ekspertowy w ograniczonym zakresie jest stosowany w wielu 
współczesnych rozwiązaniach układów automatyki elektroenergetycz-
nej, zwłaszcza w układach działających w oparciu o zasadę wielokryte-
rialną. Układ decyzyjny w takich urządzeniach określa wielkość wyj-
ściową na zasadzie przetwarzania cząstkowych wielkości logicznych (de-
cyzyjnych) w oparciu o sztywne reguły logiczne. Nie ma tu jednak typo-
wej dla systemu ekspertowego maszyny wnioskującej, a jedyna analogia 
związana jest z tym, że układy takie są budowane w oparciu o wiedzę i 
doświadczenie ekspertów. 

Różne czynniki natury technicznej, a często również psychologicznej 
sprawiają, że rzadko podejmuje się próby zbudowania przekaźnika w 
oparciu o system ekspertowy. Systemy takie są natomiast szeroko stoso-
wane w elektroenergetyce do przetwarzania informacji i podejmowania 
decyzji w sytuacjach, gdy nie ma zbyt wygórowanych wymagań czaso-
wych. Poniżej podane są niektóre z typowych zastosowań w automatyce 
elektroenergetycznej. 
 System diagnostyki zwarciowej (ang. fault diagnosis). Przeznaczeniem 

takiego systemu jest zbieranie informacji na temat rodzaju występują-
cych zwarć w poszczególnych nadzorowanych obiektach lub nadzo-
rowanym obszarze i sporządzanie raportów z odpowiednim doradz-
twem dla obsługującego personelu lub systemu nadzorczego [19], [52], 
[55], [56], [108]. W zależności od przeznaczenia, system taki może 
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służyć do doradztwa dyspozytorskiego w zakresie bieżącego sterowa-
nia nadzorowanym obszarem lub do diagnostyki uszkodzeń. W tym 
ostatnim przypadku decyzje mogą dotyczyć zaleceń co do wymiany 
lub remontu elementów systemu. 

 Obsługa alarmów (ang. alarm handling). System taki jest przeznaczony 
do sterowania obiektem (stacją elektroenergetyczną, elektrownią) lub 
obszarem (systemem zasilania zakładu przemysłowego, systemem 
dyspozycji mocy) w stanach awaryjnych, które zwykle są związane z 
wystąpieniem zwarcia lub z innym zdarzeniem powodującym gwał-
towny deficyt mocy. Zadanie musi być adresowane do bardzo specy-
ficznych sytuacji i wówczas baza wiedzy systemu ekspertowego za-
wiera reguły działania, które skrótowo można zapisać w postaci nastę-
pujących przykładowych logicznych sekwencji: 
jeżeli <zanik napięcia na szynach A> to <przełącz odbiór P na szyny B> 

 jeżeli <zwarcie w obszarze Q> to <wyłącz generator G> i podobnie. 
 System ekspertowy do obsługi alarmów może być projektowany z  
  przeznaczeniem do autonomicznego działania (w przypadku zawężo 
  nego zakresu decyzji) lub jako system doradztwa dyspozytorskiego  
  [24], [95]. 
 Koordynacja nastaw zabezpieczeń (ang. relay setting and co-ordina-

tion). Poprawne określenie nastaw zabezpieczeń elektroenergetycz-
nych oraz ich wzajemna koordynacja w określonej strefie w dużym 
stopniu decyduje o ich skuteczności, szczególnie w przypadku złożo-
nych zwarć prowadzących do rozwijającej się awarii. Procedura okre-
ślania nastaw zabezpieczeń jest często związana z koniecznością wielu 
obliczeń symulacyjnych i wymaga dużej praktycznej wiedzy inżynier-
skiej oraz znajomości wielu charakterystyk i parametrów stosowanych 
przekaźników, które mogą pochodzić od różnych producentów. Jed-
nocześnie, ogólne zasady określania nastaw w przypadkach szczegó-
łowych są znane, co ułatwia stworzenie określonej bazy wiedzy SE 
[18], [36], [95]. 

 Analiza zarejestrowanych przebiegów zwarciowych (ang. evaluation 
of disturbance recordings). Współczesne układy automatyki instalowane 
w stacjach elektroenergetycznych pozwalają w łatwy sposób rejestro-
wać przebiegi prądów i napięć oraz informacje o zdarzeniach w nad-
zorowanym systemie. Dzięki systemom transmisji danych te informa-
cje są szybko dostępne w systemie nadzoru stacji lub w punkcie dys-
pozytorskim. Przetworzenie i racjonalne wykorzystanie tej informacji 
wymaga zastosowania specjalizowanego systemu ekspertowego. Są 
przynajmniej dwa różne kierunki wykorzystania analizy 
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zarejestrowanych przebiegów: - analiza rozwoju awarii i określenie 
środków zaradczych oraz - analiza poprawności funkcjonowania za-
bezpieczeń [7], [17], [52]. W tym ostatnim przypadku specjalizowany 
SE może określić przyczyny nieprawidłowego działania zabezpiecze-
nia (zła nastawa, błędny pomiar, źle skoordynowane nastawy itp.). 
Obiecujące są także rezultaty zastosowania SE do klasyfikacji zakłóceń 
w systemach nadzoru i kontroli jakości energii elektrycznej [28]. 
Nowoczesne rozwiązania systemów ekspertowych charakteryzują się 

zastosowaniem również innych narzędzi sztucznej inteligencji, w szcze-
gólności reguł rozmytego wnioskowania, czy rozmytej logiki, a także 
sztucznych sieci neuronowych. 

6.3 Systemy rozmyte 

6.3.1 Wprowadzenie 

Logika rozmyta (ang. fuzzy logic), w odróżnieniu od ostrej logiki dwuwar-
tościowej (ang. crisp logic), określa relacje pomiędzy obiektami lub zda-
rzeniami na zasadzie wyrażania stopnia podobieństwa, przynależności, 
czy też aproksymacji, w miejsce ostrych, jednoznacznych relacji tak – nie. 
Podstawą systemów logiki rozmytej jest teoria zbiorów rozmytych, gdzie, w 
odróżnieniu od ściśle określonych wielkości lub obiektów, występują 
zbiory, których granice nie muszą być ostro zdefiniowane (a więc są roz-
myte). Przynależność w teorii zbiorów rozmytych nie jest, w ogólności, 
określana na zasadzie (prawda – fałsz) lub (1 – 0), a raczej przez podanie 
stopnia przynależności. Z tego punktu widzenia, zasady logiki dwuwar-
tościowej są szczególnym przypadkiem zasad logiki rozmytej. 

Reguły logiki rozmytej stanowią próbę odzwierciedlenia zasad wyra-
żanych w języku naturalnym, gdzie bardzo rzadko używane są ścisłe 
określenia do wyrażania stanów lub opisu zdarzenia. Mówi się zatem za-
zwyczaj, że ktoś ‘uczy się dobrze’, że ‘jest ciepło’, mam ‘blisko do pracy’, 
oni mają ‘wygodne mieszkanie’, to znaczy, używając tak zwanych zmien-
nych lingwistycznych, zamiast używania ścisłych numerycznych lub funk-
cyjnych zależności, typu: ‘on ma średnią ocen 4,26’, ‘temperatura wynosi 
22,1°C’ i tak dalej. Widać, że przenikają się tu dwie dziedziny rzeczywi-
stości postrzeganej z punktu widzenia wiedzy obiektywnej, gdzie odpo-
wiednie wskaźniki są wyrażone w wartościach bezwzględnych lub wie-
dzy subiektywnej, gdy informacja jest wyrażona w postaci określeń lub 
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relacji, które nie udaje się zapisać językiem tradycyjnej matematyki. Te 
dwa podejścia mogą być konsekwencją interpretacji postrzeganej rzeczy-
wistości, która jest dostępna poprzez pomiar. Wiadomo, że mierząc te 
same parametry procesu można uzyskać nieco inne rezultaty, co zależy 
od wielu czynników, jak na przykład, od rodzaju użytego czujnika po-
miarowego, zakłóceń, stanu obserwowanego procesu itd. Odmiennie niż 
w przypadku ‘poważnego’ traktowania każdej cyfry wyniku pomiaru 
(czyli tradycyjnego podejścia 'ostrego'), w interpretacji rozmytej z góry 
zakłada się pewną rezerwę do uzyskiwanych danych liczbowych. 

Przechodząc do zastosowań obu przedstawionych sposobów opisu 
obserwowanego procesu w automatyce, można zauważyć, że w konse-
kwencji otrzymuje się dwa różne sposoby projektowania układów stero-
wania i regulacji oraz realizacji ich algorytmów funkcjonowania: 
- synteza w oparciu o matematyczny model procesu: ‘obiektywna’ in-

formacja jest w tym przypadku reprezentowana w postaci ścisłych za-
leżności matematycznych, z których wywodzą się odpowiednie reguły 
sterowania; 

- projektowanie w oparciu o opis dostępny w postaci zmiennych lingwi-
stycznych (lub ich odpowiedników w teorii zbiorów rozmytych) i od-
powiednich relacji pomiędzy nimi. 

Możliwe są również rozwiązania mieszane, gdy układ sterowania projek-
towany jest w oparciu o reguły rozmyte na podstawie znanego modelu 
matematycznego procesu. 

Jest wiele powodów uzasadniających stosowanie systemów rozmy-
tych w automatyce elektroenergetycznej. Oto niektóre z nich: 
- procesy przejściowe wywołane zwarciami w systemie elektroenerge-

tycznym mają charakter losowy, a w czasie pomiaru nie jest możliwe 
odtworzenie wszystkich czynników mających wpływ na ich przebieg; 
zatem doskonalenie tradycyjnych metod w niewielkim stopniu może 
poprawić identyfikację stanu systemu; 

- pomiar wielkości kryterialnych układu automatyki w stanie przejścio-
wym jest obarczony dużym błędem; ilość informacji o stanie obiektu 
podczas dużego zakłócenia jest znacznie ograniczona, a zatem stoso-
wanie sztywnych reguł podejmowania na tej podstawie decyzji nie jest 
uzasadnione; 

- do poprawy selektywności działania zabezpieczeń coraz częściej sto-
suje się przekaźniki wielokryterialne; stosowanie reguł rozmytych jest 
naturalnym sposobem podejmowania decyzji w takim układzie. 
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Poniżej podane są podstawowe pojęcia teorii zbiorów rozmytych oraz 
rozmytego wnioskowania, po czym pokazano niektóre zastosowania 
tego narzędzia w automatyce elektroenergetycznej. 

Klasycznymi obszarami zastosowania systemów rozmytych są pro-
blemy regulacji oraz podejmowania decyzji. W zakresie automatyki elek-
troenergetycznej rozmyte regulatory mogą mieć zastosowanie do regula-
cji wzbudzenia oraz prędkości obrotowej generatorów [20], [31], [43], [61], 
regulacji napięcia za pośrednictwem transformatorów z odczepami [51] 
lub w charakterze stabilizatorów systemowych [76]. W odniesieniu do za-
bezpieczeń przekaźnikowych obiecujące są propozycje zastosowań do po-
dejmowania decyzji w zabezpieczeniach wielokryterialnych [54], [83], a 
także realizacji zadań pomocniczych, jak lokalizacja miejsca zwarcia w li-
niach elektroenergetycznych [39] oraz klasyfikacja rodzaju zwarcia [14], 
[29], [80]. Czynione są także próby syntezy rozmytych algorytmów identy-
fikacji parametrów sygnałów elektrycznych [13], [90]. 

System rozmyty funkcjonuje na zasadzie przetwarzania wielkości i za-
leżności przybliżonych, dzięki czemu jest tolerancyjny na niedokładności 
w zakresie danych wejściowych oraz parametrów procesu. W przypadku 
rozmytego systemu decyzyjnego, sygnał wyjściowy ma zazwyczaj cechy 
związane z dziedziną logiki dwuwartościowej: tak-nie. Wartość tego sy-
gnału jest natomiast określana na drodze wnioskowania rozmytego na 
podstawie rozpatrywania wielu hipotez cząstkowych. 

6.3.2 Struktura systemu rozmytego 

Ogólna struktura rozmytego systemu jest pokazana na rys. 6.2. Układ taki 
przetwarza wejściowe sygnały uzyskane z pomiaru, określone w trady-
cyjnej, 'ostrej' dziedzinie, w sygnały wyjściowe, które są także rozum-
niane w konwencjonalny sposób. Samo przetwarzanie odbywa się we-
dług zasad stosowanych w klasycznych systemach ekspertowych, z tym, 
że zarówno reguły, jak i obiekty przetwarzania mają charakter rozmyty. 
W związku z tym, charakterystyczną cechą systemów rozmytych są dwa 
bloki łączące system rozmyty z rzeczywistym otoczeniem, w którym ob-
owiązują tradycyjne, 'ostre' reguły opisu zdarzeń i związanych z nimi da-
nych [22], [79]. 

Blok rozmywania służy do przyporządkowania każdej wielkości wej-
ściowej odpowiednich cech, określających stopień jej przynależności do 
wielkości, które wskazują. Ponieważ śledzenie wielkości wejściowych od-
bywa się za pośrednictwem ich pomiaru, więc proces rozmywania można 
często interpretować jako określanie stopnia wiarygodności mierzonych 
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danych. W tym sensie dane są bardziej wiarygodne (większy jest stopień 
przynależności do wskazywanych wartości), jeśli obserwowany proces 
jest zbliżony do założonego modelu lub też, jeśli zakres mierzonych war-
tości mieści się w oczekiwanym obszarze. 

Baza wiedzy zawiera informacje z zakresu rozważanej dyscypliny, 
które pozwalają rozwiązywać każdy problem związany z funkcjami nad-
zorowania danego procesu. Podobnie jak w systemie ekspertowym, baza 
wiedzy zawiera bazę danych z definicjami odpowiednich parametrów 
związanych z funkcjonowaniem bloku rozmywania, bloku wyostrzania i 
algorytmu sterowania oraz bazę reguł, których przetwarzanie prowadzi 
do realizacji celów sterowania obiektem. 

Maszyna wnioskująca jest sercem systemu rozmytego. Tutaj, za pośred-
nictwem przetwarzania odpowiednich łańcuchów reguł wnioskowania 
rozmytego, odbywa się symulacja rozumowania eksperta w rozpatrywa-
nej dziedzinie. Celem tych działań jest osiągnięcie określonych parame-
trów sterowania lub nadzoru danego procesu. Rezultatem wnioskowania 
rozmytego są również rozmyte decyzje. 

Blok wyostrzania ma na celu zamianę reprezentacji sygnałów w kon-
wencji przyjętej w dziedzinie rozmytej do dziedziny rzeczywistej. Nastę-
puje tu zatem proces odwrotny niż w bloku rozmywania, dzięki czemu 
decyzyjne zmienne logiczne przyjmują ostre (dokładne) wartości 'tak' - 
'nie', a zmienne lingwistyczne - ostre wartości numeryczne. 

Jak widać, struktura systemu rozmytego jest zbliżona do struktury sys-
temu ekspertowego. W wielu zastosowaniach używa się nawet pojęcia 
'rozmyty system ekspertowy', co podkreśla zbieżne podejście do projek-
towania obu tych narzędzi. 

pomiar sterowanie

Maszyna
wnioskująca

Baza
wiedzy

wyostrzanierozmywanie

nadzorowany
proces

rozmyte
pomiary

rozmyte
decyzje

 

Rys. 6.2. Struktura systemu rozmytego 
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W zakresie systemów rozmytych stosowane są specyficzne pojęcia i 
reguły przetwarzania, których zrozumienie jest niezbędne do badania i 
projektowania tych układów. Poniżej podany jest przegląd podstawo-
wych pojęć i zależności dotyczących zbiorów rozmytych i logiki rozmy-
tej. Należy podkreślić, że zasady wnioskowania rozmytego są rozszerze-
niem podobnych zasad stosowanych w odniesieniu do tradycyjnych re-
guł logiki dwuwartościowej. Zatem, przy odpowiednich zawężających 
założeniach, poniższe wywody pozostają w mocy również w odniesieniu 
do systemów logiki dwuwartościowej. 

6.3.3 Zbiory rozmyte i rozmyte relacje 

Za pomocą zbiorów rozmytych określa się formalnie pojęcia nieprecy-
zyjne, przybliżone, wyrażone w postaci zmiennych lingwistycznych 
(czyli opisu słownego). Jeśli, na przykład, ktoś mówi: ‘w pomieszczeniu 
jest ciepło’, to w celu jego formalnego opisu należy najpierw uzgodnić 
obszar rozważań lub dziedzinę, do której odnosi się to określenie. Z kontek-
stu wynika, że chodzi tu o zmienną, która odnosi się to temperatury  w 
pomieszczeniu, przy czym, rozważany zakres zmian tej temperatury jest 

z pewnością niewielki, na przykład, C)25..10( . Z kolei, aby umożliwić 
stopniowanie określenia ‘jest ciepło’, należy wprowadzić funkcję )( , 
która powinna odzwierciedlać stopień spełnienia tego subiektywnego 
odczucia. Dla wygody, funkcja ta może przyjmować wartości z prze-
działu [0, 1] (co oznacza, że jest to funkcja unormowana), przy czym, w 
rozpatrywanej sytuacji 0)( 1   oznacza: ‘nie jest ciepło’, natomiast 

1)( 2   oznacza, że temperatura 2  w pełni satysfakcjonuje pytanego o 
stan ogrzania pomieszczenia. Opis ten formalizuje reprezentację zmien-
nej lingwistycznej za pomocą zbioru rozmytego. Można to zapisać w po-
staci ogólnej. 

Zbiór rozmyty F  w przestrzeni rozważań (w obszarze rozważań) X  
jest określony za pomocą funkcji przynależności )(xF , która przyjmuje 
wartości z przedziału [0, 1]. Funkcja przynależności )(xF  jest miarą stop-
nia podobieństwa danego elementu x do zbioru rozmytego, co określa się 
następująco [75], [79]: 

   XxxxF F  ;)(,  . (6.1) 

Przestrzeń X  oznacza rozważany zakres zmian argumentu x , dla któ-
rego określana jest funkcja )(xF . Nietrudno tę formalną definicję odnieść 
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do rozważanego powyżej przykładu. Można rozszerzyć te rozważania w 
celu wyjaśnienia działań na zbiorach rozmytych oraz relacji zachodzą-
cych między nimi. 

Przykład 6.1. Sformalizować pojęcie ‘w biurze jest ciepło’ za pomocą zbioru 

rozmytego F  (6.1). 

Funkcję przynależności )(xF , gdzie x oznacza temperaturę, można określić na 
drodze ankietyzacji pracowników biura. W ten sposób z pewnością można okre-
ślić temperaturę 11 x , poniżej której wszyscy powiedzą, że ‘nie jest ciepło’ oraz 
temperaturę 22 x , którą wszyscy uznają za wystarczającą do przyjęcia, że 
‘jest ciepło’. Funkcję przynależności w przedziale  21,  można określić ze 
stosunku liczby osób, które uznają daną temperaturę za dostateczną do liczby 
wszystkich pracowników biura. W ten sposób, po aproksymacji, otrzymuje się 
funkcję przynależności )(xF  jak na rys. 6.3. Z tego wykresu można odczytać, 
że przy temperaturze p  w biurze jest ciepło w stopniu 0,2. 

Można zauważyć, że przy postawieniu pytania: ‘czy w biurze jest ciepło?’, odpo-
wiedzią jest wartość funkcji przynależności )(xF  dla danej temperatury xx 
. Ma ona zatem sens wartości logicznej. Przebieg zmian tej wartości logicznej w 
przypadku rozważanego zbioru rozmytego jest, w ogólnym przypadku, inna niż 
w klasycznych zagadnieniach rządzonych regułami ‘ostrej’ logiki dwuwartościo-
wej. Kontynuując przykład można założyć, że kierownik biura, po zapoznaniu 

się z ankietą wśród pracowni-
ków przyjął, że w celu zapew-
nienia odpowiedniego komfortu 
pracy wystarczy utrzymywać 
temperaturę pomieszczenia na 
poziomie a  (rys. 6.3). Ta decy-
zja oznacza, że dla kierownika 
problem ‘czy w biurze jest cie-
pło?’ został sprowadzony do lo-
giki dwuwartościowej: 


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Zbiory rozmyte mogą być 
określone w przestrzeni ciągłej – jak w powyższym przykładzie – lub w 
przestrzeni dyskretnej. W tym ostatnim przypadku funkcja przynależno-
ści jest często definiowana przez bezpośrednie podanie jej wielkości dla 
dyskretnych wartości z obszaru rozważań. Na przykład, zapis: )( xA  

 12/2,011/8,010/19/8,08/2,0  oznacza, że zbiór A  jest określony w 

x21 ap

(x)

0

1
F(x)

K(x)

temperatura

Rys. 6.3. Przykład funkcji przynależności 
zbioru rozmytego ( )(xF )  

oraz ostrego ( )(xK ) 
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obszarze rozważań  12111098 , natomiast jego funkcja przynależno-
ści ma następujące wartości: 2,0)8( A , 8,0)9( A  i tak dalej. 

Podstawowe działania na zbiorach rozmytych są definiowane podob-
nie, jak w odniesieniu do zbiorów dwuwartościowych. Niech zbiory roz-
myte A  oraz B  będą określone przez odpowiednie funkcje przynależ-
ności )(xA  oraz )(xB . Podstawowe operacje na tych zbiorach są okre-
ślone następująco [40], [68], [75]: 
- suma zbiorów rozmytych (ang. fuzzy union) daje rezultat w postaci 

zbioru BA , którego funkcja przynależności jest określona za pomocą 
następującej relacji: 

  )(),(max)()()( xxxxx BABABA   ; (6.2) 

- przecięcie zbiorów rozmytych (ang. fuzzy intersection) daje rezultat w 
postaci zbioru BA , którego funkcja przynależności jest określona za 
pomocą następującej relacji: 

  )(),(min)()()( xxxxx BABABA   ; (6.3) 

- dopełnienie zbioru rozmytego A  (ang. fuzzy complement) daje rezultat 
w postaci zbioru A , którego funkcja przynależności jest określona na-
stępująco: 

 )(1)( xx AA   . (6.4) 

Należy podkreślić, że w literaturze znane są również inne definicje 
operacji sumy i przecięcia zbiorów rozmytych [75], [79]. W celu ujednoli-
cenia odpowiednich określeń wprowadzono pojęcia T-normy (oznacza-
nej symbolem  ), odnoszącej się do przekroju – iloczynu zbiorów, oraz S-
normy (oznaczanej symbolem  ), odpowiadającej uogólnionej operacji 
sumy zbiorów. Zatem, w miejsce określeń (6.2) oraz (6.3) można stosować 
ich ogólne definicje: 

   )()()(),()( xxxxSx BABABA   , (6.5) 

   )()()(),()( xxxxTx BABABA   , (6.6) 

co oznacza, że zapis:    )(),()(),(min xxTxx BABA    jest przykładem 
działania T-normy, natomiast:    )(),()(),(max xxSxx BABA    jest z 
kolei przykładem działania S-normy. 

Powyższe działania na zbiorach rozmytych można zilustrować konty-
nuując poprzedni przykład. 

Przykład 6.2. W sytuacji przedstawionej w Przykładzie 6.1 pomieszczenie 
biurowe było ostatnio remontowane i wiszący na ścianie 
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termometr został częściowo pomalowany farbą, co utrudnia 
dokładny odczyt temperatury. 

To sprawia, że temperatura a , przyjęta przez kierownika jako graniczna war-
tość na określenie ‘jest ciepło’, jest odczytywana ‘z pewną dokładnością’. Do od-
wzorowania odczytu tej temperatury można się posłużyć zbiorem rozmytym o 
funkcji przynależności )(xa - rys. 6.4a. Należy zauważyć, że być może skala ter-
mometru nie jest jednorodnie zniszczona, a więc inne zakresy temperatury mogą 
być odczytane bardziej dokładnie. Wpłynie to na szerokość (a być może także na 
kształt) pola zakreślonego przez funkcję przynależności )( x . Ilustruje to spo-
sób odwzorowania warunków pomiaru, a także ilości informacji zawartej w po-
miarze za pomocą zbiorów rozmytych. Jest to także przykład rozmywania da-
nych uzyskanych z pomiaru, który zachodzi na wejściu systemu rozmytego (rys. 
6.2). 

Wykonując działania (6.2)-(6.4) na zbiorach rozmytych F  oraz a  otrzymuje 
się rezultaty pokazane na rys. 6.4b-d. □ 

Analizując rezultaty uzyskane w Przykładzie 6.2 można sformułować 
następujące wnioski: 
- operacje sumy i przecięcia zbiorów rozmytych zachowują te same wła-

ściwości, co w przypadku tradycyjnych ostrych zbiorów logicznych 
(chociaż tym razem wynik jest także zbiorem rozmytym); 

- w wyniku operacji dopełnienia zbioru rozmytego uzyskuje się zbiór, 
którego funkcja przynależności może być różna od zera także w tym 
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Rys. 6.4. Funkcje przynależności zbiorów rozmytych: a – oryginalne, 
b – powstałe w rezultacie sumowania, c – powstałe w rezultacie przecięcia 

 oraz d – dopełnienia zbioru a  
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obszarze, gdzie funkcja przynależności zbioru oryginalnego jest różna 
od zera; nie są zatem spełnione prawa dopełnienia obowiązujące w od-
niesieniu do zbiorów ostrych: 

 
,

,0

VAA

AA




 (6.7) 

 gdzie: V  jest obszarem rozważań dla zbioru A . 
Zbiór a  w Przykładzie 6.2 w rzeczywistości reprezentuje liczbę roz-

mytą. W celu uproszczenia działań na liczbach rozmytych wprowadza się 
pewne ich ujednolicenie przez zdefiniowanie lewostronnego (L) oraz pra-
wostronnego ( P ) odwzorowania funkcji przynależności [79]. W ten spo-
sób liczba rozmyta typu PL  jest określona za pomocą trzech parame-
trów: 
 LPAAAmA ),,(  , (6.8) 

gdzie: Am  jest średnią wartością liczby rozmytej A , dla której 1)( mA
; A , A  są odpowiednio lewostronnym i prawostronnym rozrzutem. 

Funkcja przynależności liczby rozmytej typu PL  jest określona nastę-
pująco: 
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W charakterze funkcji L, P  często stosuje się następujące zależności: 
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Przykład funkcji przynależności liczby rozmytej typu PL  jest podany 
w Przykładzie 6.3. 

Działania na zbiorach rozmytych są odzwierciedlone w odpowiednich 
operacjach na ich funkcjach przynależności. Ważną grupą tych działań są 
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modyfikacje zbiorów rozmytych (ang. fuzzy hedge) w celu sformalizowa-
nia odpowiednich form zmiennych lingwistycznych wyrażanych przez 
stopniowanie, na przykład: ‘jest ciepło’, ‘jest mniej ciepło’, ‘jest bardziej 
ciepło’. Podstawowe operacje z tej grupy to rozcieńczanie oraz koncentracja, 
które są definiowane następująco [68]: 
- rozcieńczanie (ang. dilation) zbioru rozmytego VA  jest oznaczane 

operacją )(Adil  i sprowadza się do wykonania następującego działania 
na funkcji przynależności )(xA : 

   2/1
)( )()( xx AA  dil ; (6.11) 

- koncentracja (ang. concentration) zbioru rozmytego VA  jest ozna-
czana operacją )( Acon  i oznacza wykonanie następującego działania 
na funkcji przynależności )(xA : 

  2)( )()( xx AA  con . (6.12) 

Stosowane są także inne niż w powyższych definicjach wykładniki do 
modyfikacji funkcji przynależności i mówi się wówczas o sztucznej mody-
fikacji (ang. artificial hedge), co oznacza się odpowiednio przez plus lub mi-

nus [68]. Na przykład:   4,1
)( )()( xx AA  plus , )()( xAminus    8,0)(xA . 

Wymienione powyżej działania na zbiorach rozmytych i ich modyfi-
kacje pozwalają odwzorowywać złożone zmienne lingwistyczne. Poka-
zuje to poniższy przykład. 

Przykład 6.3. Niech zbiór A oznacza określenie ‘temperatura wynosi około 
18°C’, a jego funkcja przynależności ma następującą formę 

3181,0
1,0)(



x

xA . 

Wyznaczyć funkcje przynależności dla zbiorów: 
- )(Acon  ↔ ‘z pewnością jest 18°C’, 
- )(Adil  ↔ ‘być może jest około 18°C’, 

- z pewnością nie A↔ ‘z pewnością nie jest około 18°C’. 
Przebiegi funkcji przynależności )(xA , )()( xAcon , )()( xAdil  oraz 

)( x(A)con  nie  pewnością z  )(1)( xx con(A)con(A)    są pokazane na rys. 6.5. Można 

zauważyć, że zbiór A przedstawia liczbę typu PL  z następującymi parame-
trami: 18m , 1,0  . □ 

Z praktycznego punktu widzenia ważne są relacje rozmyte zacho-
dzące pomiędzy zbiorami rozmytymi. Relacja rozmyta jest określana w 
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postaci stopnia występowa-
nia wspólnych cech, wzajem-
nego oddziaływania lub wza-
jemnego powiązania (lub ich 
braku) dwóch lub więcej 
zbiorów rozmytych. Takie re-
lacje są określane w języku 
potocznym gdy, na przykład, 
mówi się: ‘ x  jest dużo więk-
sze niż y’ lub ‘proces A  jest 
mniej gwałtowny niż proces 
B ’. Można zauważyć, że re-

lacje takie dotyczą dwóch lub 
większej liczby zbiorów, z 

których każdy jest określony w specyficznym (swoim) obszarze rozwa-
żań. Powstaje zatem pytanie, w jakim obszarze rozważań określony jest 
wynik relacji? Odpowiedź daje następująca definicja. 

Relacja rozmyta R  między dwoma niepustymi zbiorami rozmytymi 
Vx , Uy  jest zbiorem rozmytym ),( UVR , który jest określony na ilo-

czynie kartezjańskim UV , co zapisuje się następująco (patrz (6.1)): 

   UVyxyxyxUVR R  ),(;),(),,(),(  , (6.13) 

przy czym, przez zapis UV   należy rozumieć obszar, którego współ-
rzędne są określone przez pary elementów ze zbiorów V  oraz U , nato-
miast ),( yxR  jest funkcją przynależności do zbioru R . 

Poniższy przykład ilustruje pojęcie relacji rozmytej dla przypadku, w 
którym oba zbiory są określone w obszarach dyskretnych. 

Przykład 6.4. Mierzone są napięcia dwóch sygnałów stałoprądowych. Wy-
niki obu pomiarów są podane w postaci liczb rozmytych 

 12111098 Aa  oraz  1413121110 Bb , z 
funkcjami przynależności odpowiednio 

 12/2,011/8,010/19/8,08/2,0)( xa  oraz 
 14/3,013/8,012/111/8.010/4,0)( yb  (rys. 6.6a,b). 

Zilustrować relację rozmytą: ‘ a  jest prawie równe b’, której 
funkcja przynależności jest określona w postaci następujących 
zależności: 

14 16 18 200

0,2

0,4

0,6

0,8

1

temperatura, oC
x

)(x

)(xA
)()( xAcon

)(con(A) x

)()( xAdil

Rys. 6.5. Modyfikacje funkcji przynależności 
do Przykładu 6.3 
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Na podstawie opisu sposobu formowania funkcji przynależności relacji ),( BAR  
można utworzyć następującą macierz przynależności: 
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





















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18,06,02,02,0
8,06,02,02,00
6,02,02,000

10
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12
13
14

12111098\

),(

xy

xyR

. 
Powyższa funkcja może być także reprezentowana w postaci graficznej jak na 
rys. 6.6c, gdzie średnice punktów są proporcjonalne do wartości funkcji przyna-
leżności. □ 

Można zauważyć, że funkcja przynależności relacji jest zdefiniowana 
niezależnie od funkcji przynależności zbiorów wchodzących w daną re-
lację. Relacja rozmyta jest zatem rozszerzeniem pojęcia zbioru rozmytego 
na przypadek (obszar rozważań) wielowymiarowy. Zatem, jeśli relacje 

),( yxR  oraz ),( yxQ  są zdefiniowane w tej samej przestrzeni rozważań 
UV  , to ich przecięcie i suma są zdefiniowane podobnie, jak (6.5), (6.6): 

Rys. 6.6. Reprezentacje funkcji 
przynależności zbiorów Va  (a), 

Ub  (b) oraz relacji ),( UVR  (c) 

8 9 10 11 12 x

)(xa a)1

10 11 12 13 14 x

)(xb b)1

8 9 10 11 12
a

10
11
12
13
14

)(xR c)

b
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 ),(),(),( yxyxyx QRQR   , (6.14) 

 ),(),(),( yxyxyx QRQR   . (6.15) 

I wreszcie, w celu pełnego opisu relacji zachodzących między zbio-
rami, należy sformułować związki zachodzące między relacjami o róż-
nych obszarach rozważań, które są połączone wspólnymi zbiorami, na 
przykład, gdy są rozważane złożenia relacji ),( UVP  oraz ),( WUQ . Tego 
typu złożenie relacji tworzy nowy zbiór rozmyty ),( WVR  i jest ozna-
czane następującym symbolem: 

 QPR  , (6.16) 

przy czym, istnieje przynajmniej jeden element Uu , taki, że Puv ),(  
oraz Qwu ),(  [68]. Rezultat tego złożenia jest określony w przestrzeni 

Rwv ),( . 

Jeśli określić funkcje przynależności relacji ),( UVP :  1,0),( uvP  

oraz ),( WUQ :  1,0),( uvQ , to wynik złożenia (6.16) jest zbiorem roz-

mytym o funkcji przynależności  1,0),( wvQP , która jest określona na-

stępująco [68]: 

  ),(),(),( sup wuuvwv QP
Uu

QP  


 , (6.17) 

gdzie operacja )sup( D  oznacza określenie górnej granicy zbioru D  i w 
przypadku zbioru dyskretnego oznacza tyle co )max(D . 

Jeśli T -norma w powyższym związku jest określona jako operacja mi-
nimum, to złożenie (6.17), przy założeniu, że zbiór U  jest dyskretny (po-
liczalny), sprowadza się do złożenia typu max-min o postaci: 

   ),(),,(min),( max wuuvwv QP
Uu

QP 


 . (6.18) 

Natomiast, gdy T-norma w (6.17) jest reprezentowana operacją mnożenia, 
to w przypadku dyskretnego zbioru U , uzyskuje się złożenie typu max-
iloczyn (ang. max-product): 

  ),(),(),( max wuuvwv QP
Uu

QP  


 . (6.19) 

Poniższy przykład ilustruje te zależności. 
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Przykład 6.5. Określić funkcję przynależności ),( zxQR  złożenia relacji 

),( BAR  z Przykładu 6.4 z relacją ),( CBQ  odpowiadającą 

zmiennej logistycznej ‘c jest dużo większe od b’. Porówny-
wane liczby rozmyte są określone w następującej przestrzeni 
rozważań:  1413121110 Bb  - jak w Przykładzie 6.4 
oraz  16151413Cc . Relacja ),( CBQ  ma funkcję 
przynależności ),( yzQ , która jest określona w postaci nastę-

pującej macierzy 
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),(

yz

yzQ . 

W wyniku złożenia relacji ),( BAR : ‘ a  jest prawie równe b’ z relacją ),( CBQ : ‘

c  jest dużo większe od b’ otrzymuje się zbiór rozmyty QR : ‘a jest prawie 

równe b i c  jest dużo większe od b’, którego funkcja przynależności typu max-
min jest określona zgodnie z (6.18) 

  ),(),,(min),( max zyxyxz QR
By

QR 


 , co wyraża się następującą macierzą 

przynależności: 
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),(

xz

xzQR

. 
Na przykład, sposób obliczania elementów w drugim wierszu jest następujący: 

  6,0)4,0;0min(),4,0;0min(),4,0;2,0min(),6,0;2,0min(),8,0;6,0min()8,15( max 
By

QR
, 

  8,0)2,0;0min(),4,0;2,0min(),4,0;2,0min(),6,0;6,0min(),8,0;8,0min()9,15( max 
By

QR
, 

  8,0)2,0;2,0min(),4,0;2,0min(),4,0;6,0min(),6,0;8,0min(),8,0;1min()10,15( max 
By

QR
, 

  8,0)2,0;2,0min(),4,0;6,0min(),4,0;8,0min(),6,0;1min(),8,0;8,0min()11,15( max 
By

QR
, 

  6,0)2,0;6,0min(),4,0;8,0min(),4,0;1min(),6,0;8,0min(),8,0;6,0min()12,15( max 
By

QR
. 

W przypadku złożenia typu max-iloczyn, operacje min w powyższych związkach 
należy zastąpić operacjami mnożenia, co prowadzi do następującej macierzy 
przynależności: 
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. 
Widać, że w tym przypadku funkcja przynależności ma więcej różnych stanów i 
jest w ten sposób bardziej gładka. □ 

6.3.4 Wnioskowanie rozmyte 

Przedstawione powyżej określenia i definicje pozwalają zapisać zmienne 
lingwistyczne w postaci zbiorów rozmytych oraz sformalizować zacho-
dzące pomiędzy nimi relacje. Przetwarzanie tych zmiennych odbywa się 
na drodze wnioskowania logicznego (rozmytego). Odbywa się to w bloku 
wnioskowania, którego zadanie i organizacja są podobne do maszyny 
wnioskującej w systemie ekspertowym, przy czym, w tym przypadku za-
równo przetwarzane obiekty, jak reguły przetwarzania należą do dzie-
dziny rozmytej. 

Reguły wnioskowania rozmytego mają swoje źródło w regułach tra-
dycyjnego wnioskowania w przestrzeni logiki dwuwartościowej. Są one 
tworzone według następującego schematu: 

1) Przesłanka,    2) Implikacja,    3) Wniosek. 

Wnioskowanie logiczne jest procesem kolejnego wykonywania powyż-
szej reguły, co w konsekwencji prowadzi do końcowego wniosku, który 
jest odpowiedzią na zadaną kwestię w postaci pierwszej przesłanki. We 
wnioskowaniu przybliżonym (rozmytym) najważniejszą rolę pełni tak 
zwana reguła modus ponens [68], [79]. 

Reguła modus ponens jest określona przez następujący schemat wnio-
skowania: 

1) Przesłanka: ‘ x  jest A ’, 

2) Implikacja: ‘jeżeli x  jest A  to y jest B ’, 

3) Wniosek:  ' y jest B ', 

Gdzie: x , y są nazwami obiektów, a A  oraz B  - ich właściwościami. 

Regułę tę krótko określa się implikacją: BA . Innymi słowy, przy danej 
przesłance można sformułować wniosek, jeżeli spełniony jest warunek 
określony przez implikację. Jeśli implikacja jest określona w postaci 
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ogólnej relacji R , to wówczas mówi się o złożeniowej regule wnioskowania, 
której ogólna forma jest następująca [22]: 

1) ‘ x  jest A ’, 

2) ‘ x  R  y ’, 

3) ' y  jest B ', 

gdzie: ‘ x  R  y ’ należy odczytywać w ten sposób, że x  jest w relacji R  z 
y . 

Reguła modus ponens jest podstawowym schematem wnioskowania 
stosowanym w systemach ekspertowych i systemach rozmytych. W tym 
ostatnim przypadku zdanie jeżeli – to: ‘jeżeli u  jest A , to v  jest B ’, 
gdzie Uu  oraz Vv , jest wnioskowaniem rozmytym, którego rezulta-
tem jest zbiór rozmyty o funkcji przynależności ),( yxBA , przy czym 

]1,0[),(  yxBA . Ta funkcja przynależności określa stopień prawdziwo-
ści relacji implikacji pomiędzy zmiennymi numerycznymi x  i y . 

W praktyce, na podstawie znajomości funkcji przynależności )(xA  
oraz )( yB , rezultat wnioskowania rozmytego (czyli funkcję przynależ-
ności ),( yxBA ) można uzyskać na wiele sposobów [73], [79]. W zasto-
sowaniach inżynierskich najczęściej używane są reguły typu minimum 
oraz iloczyn, co zapisywane jest w następującej postaci [68]: 

- reguła typu minimum: 

  )(),(min),( yxyx BABA   ; (6.20) 

- reguła typu iloczyn: 

 )()(),( yxyx BABA   . (6.21) 

Ich popularność jest z pewnością uzasadniona prostotą obliczeniową. 
Sposób stosowania tych reguł wyjaśnia poniższy przykład. 

Przykład 6.6. Nawiązując do problemu ogrzewania biura zbadać następu-
jącą regułę rozmytej implikacji: 
 jeśli temperatura wynosi około 18°C to w biurze jest ciepło. 
Określić funkcję przynależności tej reguły według interpreta-
cji typu minimum oraz typu iloczyn. 

Funkcja przynależności XxxA ),(  zbioru A: temperatura wynosi około 18°C jest 
określona w Przykładzie 6.3, a jej przebieg jest pokazany na rys. 6.5. Podobnie, 
funkcja przynależności YyyF ),(  zbioru F : w biurze jest ciepło jest określona 
w Przykładzie 6.1. W celu określenia numerycznego zakresu zmian funkcji 
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)( yF  można przyjąć, że C171  , natomiast C222  . Przebieg funkcji przy-
należności )(xA  oraz )( yF  dla tego przypadku pokazano na rys. 6.7 

 
Analizowana reguła jest określona na zbiorze FA , w przestrzeni YX  . Funk-
cja przynależności ),( yxFA  zależy od aktualnej wartości ')( xxA x   Według 

interpretacji typu minimum ma ona następującą postać: 
 )(),'(min),( yxyx FAFA   , natomiast według reguły iloczynu: 

)()'(),( yxyx FAFA   . Sposób uzyskania funkcji przynależności 

),( yxFA  przy stosowaniu obu tych reguł jest wyjaśniony na rys. 6.7b,c. 

W ogólnym przypadku funkcja ),( yxFA  jest reprezentowana powierzchnią, 
która jest ograniczona od góry przez wartość )(xA . Jej postać dla reguły typu 
iloczyn jest pokazana na rys. 6.8. Boczne ściany tej powierzchni w przekrojach 

x0  mają kształt funkcji )(xA , natomiast w przekrojach y0  - funkcji )(yF . 
Analizując otrzymany wynik w postaci funkcji przynależności ),( yxFA  
można zauważyć, że jej przebieg zbliża się do przebiegu oryginalnej funkcji 

)( yF  w miarę tego, jak temperatura jest bliższa wartości 18°C. Wówczas jednak 
zmienna 'w biurze jest ciepło' może być 'zaakceptowana' jedynie ze współczynni-
kiem 0,2 (rys. 6.7b). Przy wzroście temperatury do wartości C3,18'x  funkcja 
przynależności ),( yxFA  badanej implikacji zmienia się, przy czym, w 

Rys. 6.7. Funkcje przynależności: 
)(xA  (a), )( yF  (b, c) i ),( yxFA  

utworzona według interpretacji typu 
minimum (b) oraz typu iloczyn (c) 
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przypadku reguły 
typu iloczyn zmienia 
się również jej kształt 
(rys. 6.7c). Można za-
uważyć, że przy dal-
szym wzroście tempe-
ratury funkcja 

),( yxFA  będzie się 
obniżać, co oznacza, 
że coraz trudniej bę-
dzie można ocenić, 
czy 'jest ciepło'. Ten 
paradoksalny wnio-
sek wypływa z faktu, 
że mierząc wartość 
temperatury na po-

ziomie 18°C (co jest założone w analizowanej implikacji) zmniejsza się dokład-
ność oszacowania wartości temperatury w innych przedziałach. □ 

Powyższy przykład wskazuje na to, że reguły wnioskowania rozmy-
tego powinny być poprawnie sformułowane, z uwzględnieniem celu, 
który należy osiągnąć. Ponadto, reguły te powinny pokrywać cały zakres 
zmian śledzonych zmiennych fizycznych, co wymaga stosowania reguł 
złożonych. 

W przypadku złożonych reguł implikacji przedstawione zasady two-
rzenia funkcji przynależności należy stosować w odniesieniu do każdej 
rozmytej relacji. Można to pokazać na przykładzie następującej reguły 
wnioskowania: 

R:  jeżeli ( 1x  jest 1A )   ( 2x  jest 2A ) to ( y  jest B ), 

gdzie funkcje przynależności )( 11
xA , )( 22

xA  oraz )( yB  mają postać jak 

na rys. 6.9. Zasada tworzenia funkcji przynależności ),( yR x , gdzie 
 21 xxx , jest pokazana na rys. 6.10. 
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Rys. 6.9. Funkcje przynależności zbiorów tworzących implikację 
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W ten sposób można przetwarzać dowolnie złożoną listę warunków 
określających schemat rozmytego wnioskowania, uzyskując pośrednie i 
końcowe wnioski w postaci zbiorów rozmytych o określonych funkcjach 
przynależności. Warto zauważyć, że jeśli w jednej regule występują rela-
cje typu: lub , to można je rozdzielić na łańcuch reguł dzielonych w 
tych właśnie miejscach, na przykład, relacja 

R:  jeżeli ( 11 Ax  )   ( 22 Ax  )   ( 33 Ax  )   ( 44 Ax  )  ( 55 Ax  ) to ( y  
jest B ) 

może być zastąpiona następującym ciągiem relacji cząstkowych: 

R1:  jeżeli ( 11 Ax  )   ( 22 Ax  ) to ( y  jest B ), 

R2:  jeżeli ( 33 Ax  )   ( 44 Ax  ) to ( y  jest B ), 

R3:  jeżeli ( 55 Ax  ) to ( y  jest B ). 

Struktura i zasady organizacji systemu rozmytego różnią się zazwy-
czaj w zależności od jego przeznaczenia. W zastosowaniach technicznych 
wyróżnia się zazwyczaj układy rozmytej regulacji oraz układy podejmo-
wania decyzji, które często mają zastosowanie w rozpatrywanych tu 
układach. 
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Rys. 6.10. Sposób tworzenia funkcji przynależności złożonej implikacji 
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6.3.5 Rozmyte sygnały i nastawy 

Sygnały występujące w układach automatyki zabezpieczeniowej mają 
różny stopień przetworzenia, któremu są poddawane w przekaźniku. Są 
to więc sygnały wejściowe (po wstępnej filtracji), sygnały kryterialne (na 
wyjściu układu pomiarowego), sygnały logiczne (które są wynikiem po-
równania sygnałów kryterialnych z nastawami) oraz sygnały decyzyjne 
– na wyjściu całego układu (rys. 1.16). W omawianej tu dziedzinie sys-
temy rozmyte są zazwyczaj stosowane do realizacji funkcji decyzyjnych. 
Realizacja pomiarów za pomocą systemów rozmytych ma, jak dotąd, 
ograniczone zastosowanie. Dalej przedstawiona zostanie problematyka 
rozmytej realizacji członu decyzyjnego zabezpieczenia. 

Przekaźnik zabezpieczeniowy, rozumiany jako układ pomiarowo-de-
cyzyjny, jest typowym przykładem systemu, którego celem jest klasyfika-
cja stanu nadzorowanego obiektu do jednej z dwóch kategorii, co wiąże 
się z podjęciem jednego z następujących działań:  

1. - brak zagrożenia → nie podejmuj działań, 
2. - wystąpiło zagrożenie → podejmij stosowne działania. 

W klasycznym przypadku, sy-
gnał wyjściowy układu decy-
zyjnego powstaje w wyniku 
porównania sygnału kryterial-
nego z nastawą (rys. 6.11). Pro-
jektowanie takiego układu 
musi uwzględniać stan przej-
ściowy pomiaru (w wyniku 
którego mogą się pojawić dy-
namiczne przekroczenia zada-
nej nastawy) oraz charakter 
zdarzeń w nadzorowanym sys-
temie, które mogą utrudniać 
rozpoznanie zwarcia. 

Podejmowanie decyzji może być uwiarygodnione przez zastosowanie 
następujących dodatkowych rozwiązań: 
- wprowadzenie wielu kryteriów, które mogą bardziej dokładnie od-

wzorować różne objawy stanów pracy nadzorowanego obiektu (każde 
kryterium będzie sprawdzane przez porównanie z odpowiednim pro-
giem); 

- zastosowanie rozmytego systemu podejmowania decyzji. 

X0

X(t)

t
1

y(t)

a)

b)

 
Rys. 6.11. Porównanie wielkości kryterial-
nej z wartością progową (nastawą) (a) oraz 

jej wynik (b) 
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Pierwszy z tych środków jest powszechnie stosowany we współcze-
snych przekaźnikach lub systemach zabezpieczeniowych z różnymi ty-
pami przekaźników. Drugie z wymienionych rozwiązań stało się moż-
liwe dzięki rozwojowi teorii systemów rozmytych. Połączenie obu roz-
wiązań prowadzi do wielokryterialnego przekaźnika rozmytego. 

W celu przybliżenia interpretacji fizycznej pojęcia ‘rozmyty sygnał 
kryterialny’ można analizować przypadek pomiaru amplitudy sygnału z 
zastosowaniem pełnookresowego algorytmu Fouriera (3.37). Odpowiedź 
algorytmu w stanie przejściowym nie jest jednoznaczna ze względu na 
nieznajomość aktualnej fazy sygnału (rys. 5.1). To oznacza, że zmierzona 

w tym okresie wartość sygnału 
nie wskazuje jednoznacznie na 
określony stan nadzorowanego 
obiektu. W warunkach rzeczywi-
stego pomiaru, obserwowaną 
wielkość kryterialną (amplitudę) 
mogą także zakłócać inne czyn-
niki, jak obecność składowych 
przejściowych lub odchyłka czę-
stotliwości od wartości znamio-
nowej. Na rys. 6.12 jest pokazany 
obszar zmian wartości ampli-
tudy w stanie przejściowym po-
miaru, gdy oprócz nieznanej 

fazy sygnału, jego częstotliwość może się zmieniać w zakresie 5,1  Hz 
od wartości znamionowej. Mierzone wielkości mogą być reprezentowane 
w postaci liczb rozmytych, których funkcje przynależności są kształto-
wane przez wysokość zakreślonego obszaru. Zatem, ponieważ wiarygod-

ność pomiaru w stanie ustalonym 
jest duża, to odpowiednie funkcje 
przynależności są strome i zakre-
ślają wąskie przedziały zmian (rys. 
6.13). Natomiast w stanie przejścio-
wym wiarygodność informacji 
przekazywanej przez wartość mie-
rzonej wielkości jest mała, co jest 
odzwierciedlone przez szeroki ob-
szar zakreślany przez funkcję przy-
należności. 
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Rys. 6.12. Stan przejściowy  
pomiaru amplitudy sygnału 
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Rys. 6.13. Funkcje przynależności wiel-
kości związanych z pomiarem ampli-

tudy sygnału 
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Z kolei pojęcie ‘rozmyta nastawa’ (wartość progowa) w przekaźnikach 
zabezpieczeniowych jest związane ze zbiorem rozmytym określającym 
wartość nastawy przekaźnika. Funkcja przynależności tego zbioru od-
zwierciedla stopień pewności założonej wartości progowej. Jak widać na 
rys. 6.11, w tradycyjnym ‘ostrym’ podejściu, dwustanowy sygnał decy-
zyjny jest określany przez porównanie wielkości kryterialnej z dokładną 
wartością progową. Ustalenie wartości progowej odbywa się w drodze 
analizy różnych zdarzeń wewnątrz zabezpieczanej strefy i w jej otocze-
niu. Wartość progu jest dobierana z punktu widzenia poprawnego i jed-
noznacznego rozdzielenia wszystkich możliwych stanów pracy nadzoro-
wanego systemu na dwa obszary, przy czym, w jednym z nich muszą się 
znaleźć wszystkie te zdarzenia, które wymagają interwencji przekaźnika. 
Wiadomo jednak, że decydująca o selektywności zabezpieczenia wartość 
progowa nie zawsze może być jednoznacznie określona, gdyż różne 
czynniki losowe, jak na przykład, wartość rezystancji zwarcia lub od-
mienny od założonego stan nadzorowanego systemu (co może być rezul-
tatem zmiany obciążenia lub konfiguracji sieci), zmieniają założone wa-
runki pracy systemu. 

Inne czynniki, które mogą mieć wpływ na wartość nastawy, są natury 
ekonomicznej lub szerszej – systemowej. Chodzi tu o wzięcie pod uwagę 
konsekwencji błędnej decyzji przekaźnika, co wyraża się w takim usta-
wieniu wartości progowej, która przy niepełnej informacji sprzyja wyłą-
czeniu lub blokowaniu wyłączenia. 

Jak widać, nastawa przekaźnika jest określana przez eksperta, który 
bierze pod uwagę różne czynniki związane z warunkami pracy zabezpie-
czanego obiektu, jego otoczenia, możliwych zakłóceń oraz skutków błęd-
nej decyzji. Wygodnie jest w takim przypadku nastawę przekaźnika od-
zwierciedlać w postaci zbioru rozmytego G , którego funkcja przynależ-
ności dzieli całą przestrzeń rozważań na dwa obszary, jak na rys. 6.14a 
[45]. Można ją przedstawić w postaci liczby rozmytej typu PL   (6.9), 
określonej następująco [84]: 
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gdzie parametry m ,  ,   mają znaczenie jak w (6.9). 

Wartość progowa G  związana z funkcją przynależności o postaci (6.22) 
odnosi się do kryterium sprawdzenia przewyższenia wartości (kryterium 
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nadmiarowe), na przykład, kryterium nadprądowego. W przypadku kry-
terium niedomiarowego G  (na przykład, kryterium podnapięciowe), 
funkcja przynależności może być określona następująco (rys.6.14b) 

 )(1)( xx GG    . (6.23) 

Nastawa przekaźnika może 
być zatem rozpatrywana jako ty-
powy parametr rozmyty, któ-
rego funkcja przynależności 
może uwzględniać różne czyn-
niki systemowe. Jeśli rozpatry-
wane kryterium jest jedno-
znaczne (często tak jest w przy-
padku kryterium różnicowego), 
to wartość progowa może być re-
prezentowana liczbą rozmytą o 
funkcji przynależności ze stromą 
charakterystyką przejścia pomię-
dzy wartościami 0 i 1. Natomiast 
w przypadku, gdy użyte kryte-
rium nie może zapewnić jedno-
znacznej oceny miejsca wystą-
pienia zwarcia (często ma to 
miejsce w przypadku kryterium 

nadprądowego, gdy mogą wystąpić duże zakłócenia), wartość progowa 
powinna być reprezentowana liczbą ‘bardziej’ rozmytą, o mniej stromej 
funkcji przynależności. 

Przykłady porównania rozmytej wielkości kryterialnej z rozmytą na-
stawą są przedstawione na rys. 6.15. Na rys. 6.15a pokazane są obszary 
związane z rozmytą nastawą G  (zacienione pole odpowiada przedzia-
łowi zmiany funkcji przynależności )(xG ) oraz rozmytym sygnałem 
kryterialnym S . Wzajemne położenie funkcji przynależności sygnału i 
wielkości progowej dla trzech różnych czasów b, c, d są pokazane na rys. 
6.15b. Powstaje pytanie, w jaki sposób określić rezultat porównania tych 
dwóch liczb: S  i G , gdy są one reprezentowane zbiorami rozmytymi. 

0 x0

1

0 x0

1

)(xG

)(xG

b)

a)

Rys. 6.14. Funkcja przynależności wielko-
ści progowej przekaźnika z kryterium 

nadmiarowym (przekroczenia nastawy 
od dołu) - (a) oraz niedomiarowym  

(obniżenie) - (b) 
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W tradycyjnej logice dwuwartościowej porównywanie dwóch wielko-
ści: sygnału, o ostrej wartości s  z nastawą, określoną przez ostrą wartość 
progową g , jest dokonywane zgodnie z operacją logiczną: )( gsr  , 
przy czym 1r  jeśli gs   oraz 0r  - w przeciwnym przypadku (po-
równaj (1.1)). To samo można zapisać używając operacji odejmowania: 

)( gsr  , przy czym 1r  gdy 0 gs  oraz 0r  - w przeciwnym 
przypadku Można zauważyć, że wynik porównania określony przez 
wartość r  pełni tu tę samą rolę, co funkcja przynależności w relacji roz-
mytej, to znaczy, określa stopień spełnienia warunku porównania (po-
równaj p. 1.5). 

W przypadku porównywania rozmytego sygnału kryterialnego S  z 
rozmytą wielkością progową (nastawą) G  można skorzystać z operacji 
odejmowania liczb rozmytych 

 )( GSR  . (6.24) 

Kryterium przekroczenia wartości progowej (kryterium nadmiarowe): 
GS   jest spełnione, gdy zachodzi zależność: 0R , natomiast kryterium 

obniżenia wartości (kryterium niedomiarowe) jest określone przez waru-
nek: 0R . W celu wykorzystania zależności (6.24) można odwołać się do 
teorii liczb rozmytych. 

Rezultatem odejmowania liczb rozmytych S  i G  (6.24) jest zbiór R , któ-
rego funkcja przynależności jest określona następująco [79]: 
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Rys. 6.15. Porównanie rozmytej wiel-
kości kryterialnej x z rozmytą nastawą 
G: przebieg czasowy (a) oraz współza-

leżność funkcji przynależności (b) 
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W praktyce oznacza to, że do określenia funkcji )( yR  należy wziąć 
maksymalne wartości funkcji przynależności przecięcia zbiorów odpo-
wiadających obu odejmowanym liczbom. Rezultat odejmowania okre-
ślony jest w nowym obszarze rozważań:   Yxxy GS  , który powstaje 
z odejmowania argumentów rozpatrywanych liczb. W obszarze tym 
istotne jest określenie przedziału, dla którego wynik odejmowania jest 
dodatni (ujemny), co decyduje o spełnieniu odpowiedniego kryterium. 
Obszar ten wynika bezpośrednio z definicji rozmytej liczby dodatniej 
(ujemnej). Otóż, liczba R  jest dodatnia (ujemna), jeżeli 0)( yR  dla 
wszystkich 0y  ( 0y ) [79]. W przeciwnym przypadku liczba nie jest 

ani dodatnia, ani ujemna (rys. 
6.16). Spełnienie kryterium 

0)(  GSR   oznacza, że 

funkcja przynależności )( yR  na-
rasta poczynając od zera w kie-
runku dodatnich wartości w ob-
szarze rozważań Yy . Zasadę tę 
ilustruje rys. 6.17. Porównywane 

wielkości (sygnał kryterialny i nastawa) mogą być reprezentowane w po-
staci ostrej lub rozmytej. Sposób uzyskiwania wyniku porównania przy 
różnych zestawieniach tych wielkości jest pokazany na rys. 6.18. 

Należy podkreślić, że zależność (6.25) nie jest jedynym sposobem okre-
ślania funkcji przynależności rezultatu porównania sygnału z nastawą. W 

pracach [45], [47] proponuje się za-
stąpienie funkcji sup(.)  ( min(.) ) 
przez iloraz odpowiednich pól za-
wartych pod funkcjami przynależ-
ności: przecięcia zbiorów: 

 )(),(min xx GS   oraz sygnału - 
)(xS . Tego typu operacje są rów-

nież stosowane w celu wyostrzania, 
czyli zamiany wielkości rozmytych 
na wielkości ostre. 

W przypadku kryterium niedo-
miarowego, funkcja przynależności 
nastawy ma przebieg jak na rys. 
6.14b, natomiast kryterium jest sfor-
mułowane zgodnie z następującą 

1
)(x

x

liczby dodatnie
liczba ujemna

 

Rys. 6.16. Funkcje przynależności róż-
nych liczb rozmytych 
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 Rys. 6.17. Ilustracja sposobu określa-
nia funkcji przynależności rezultatu 
porównania rozmytego sygnału S  

z rozmytą nastawą G 
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relacją: 0)(  GSR  . Występują 

tu podobne zależności, jak w kryte-
rium nadmiarowym, z tym, że wynik 
porównania jest ujemny (jeśli kryte-
rium jest spełnione), a funkcja przy-
należności )( yR  rośnie wraz ze 
zmniejszaniem się wartości argu-
mentu w obszarze rozważań Yy . 

Układ decyzyjny przekaźnika kla-
syfikuje wszystkie zdarzenia na jego 
wejściu na dwie kategorie, które ob-
jawiają się w postaci decyzji ‘wyłącz’ 
lub ‘blokuj’ (nie wyłączaj). Można za-
uważyć, że przy powyższych założe-
niach, zbiór R  (6.24) przedstawia 
liczbę rozmytą, której funkcja przy-
należności ma charakter logicznej 
zmiennej wskazującej na działanie 
typu ‘wyłącz’: )( yRW   . Wartość 

1W  oznacza pełne poparcie tej de-
cyzji, natomiast przypadek, gdy 0W  odpowiada odmowie poparcia tej 
decyzji lub pełnemu poparciu decyzji ‘blokuj’. Stopień blokowania ozna-
cza się zmienną logiczną B . Odpowiada ona wartości funkcji przynależ-

ności )(1 yR  określającej liczbę rozmytą R . Zmienne logiczne W  oraz 

B  określają cały obszar decyzyjny przekaźnika. 
W ten sposób, przestrzeń decyzyjna przekaźnika może być określona 

jako zbiór charakteryzujący decyzje ‘wyłącz’ oraz ‘blokuj’, którego funk-
cja przynależności jest określona następująco: 

  BW RRD /,/   , (6.26)
 

gdzie: W  oraz B  oznacza odpowiednio obszar decyzji ‘wyłącz’ lub ‘blo-
kuj’. 

Argumenty funkcji w (6.26) obejmują cały obszar decyzyjny przekaźnika. 
Zgodnie z przyjętą konwencją, obie decyzje ( BW / ) zajmują ten sam ob-
szar rozważań i w przypadku pojedynczego kryterium są one wzajemnie 
dopełnieniami. 
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Rys. 6.18. Funkcje przynależności re-

zultatu porównania: ostrego  
sygnału z rozmytą nastawą (a), roz-
mytego sygnału z ostrą nastawą (b) 

oraz ostrego sygnału z ostrą 
 nastawą (c) 
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Wielokryterialna zasada podejmowania decyzji polega na zastosowa-
niu kilku kryteriów, spośród których część może sprawdzać warunki 
działania przekaźnika (decyzja: ‘wyłącz’), a inne mogą sprawdzać wa-
runki blokowania działania (decyzja: ‘blokuj’). W takim przypadku na-
leży wprowadzić jakąś zasadę przetwarzania decyzji cząstkowych, która 
pozwoli określić ostateczną decyzję przekaźnika. Można tu zastosować 
metodę agregacji ważonej [45], [109]. W tym celu każde z kryteriów na-
leży rozpatrywać jako zbiór rozmyty kR , pk ,..,1 , p  - liczba kryteriów, 
uzyskany w wyniku porównania sygnału z nastawą, tworzący przestrzeń 
decyzyjną związaną odpowiednio z decyzją typu ‘wyłącz’ (W ) oraz ‘blo-
kuj’ ( B ). Tak więc  BWD ,  jest przestrzenią decyzyjną wyniku porów-
nania (ma ona dwa elementy, które związane są z dwoma możliwymi 
stanami przekaźnika). Z decyzją ‘wyłącz’ k -tego kryterium jest związana 
funkcja przynależności Wk , natomiast z decyzją ‘blokuj’ – funkcja Bk , 

przy czym WkBk   1 . Rozpatrywane k -te kryterium może być zatem 
określone przez funkcje przynależności Wk  oraz Bk  tworzące zbiór w 
formie (6.26), który można uważać za k -te kryterium decyzyjne rozpa-
trywanego przekaźnika [109]: 

  BWC BkWkk /,/  . (6.27) 

Metoda ważonej agregacji p  kryteriów polega na określeniu wyjścio-
wej decyzji na podstawie ważonej sumy wszystkich kryteriów cząstko-
wych, przy czym współczynniki wagowe pww ,..,1  spełniają warunek [40], 

[103]: 

 1
1




p

k
kw . (6.28) 

Ostateczne poparcie decyzji ‘wyłącz’, wyrażone w postaci zbioru W  jest 
zatem określane następującą sumą: 

 WppWWW www   ...2211  (6.29) 

i podobnie dla decyzji ‘blokuj’ B . Jeśli przyjąć, że obie decyzje są oce-
niane za pomocą tych samych wag, to: WB   1 . 

Waga kw  określa ważność k -tego kryterium w podejmowaniu decyzji 
i może być wyznaczona na drodze doświadczalnej z udziałem ekspertów 
lub w wyniku zastosowania odpowiedniej procedury samoczynnego ska-
lowania algorytmu (ang. self-adjusting) [47], [50]. Aby jednak w sposób 
racjonalny można było porównywać wagi różnych kryteriów, muszą one 
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dotyczyć podobnych zjawisk w nadzorowanym systemie. W tym celu, w 
układzie wielokryterialnym można odpowiednio grupować kryteria, 
wprowadzając rozgałęziony układ decyzyjny. Będzie to dalej pokazane 
na przykładzie zabezpieczenia transformatora. 

W przypadku, gdy rezultat porównania wielkości kryterialnej z na-
stawą jest wykorzystywany w charakterze wielkości wyjściowej przekaź-
nika, to uzyskana wielkość rozmyta musi być interpretowana w postaci 
jednoznacznego sygnału, który jest określony w logice dwuwartościowej 
 1,0 . Przetwarzanie wartości rozmytych w odpowiadające im wielkości 
w dziedzinie rzeczywistej odbywa się w bloku wyostrzania (rys. 6.2). 

6.3.6 Rozmywanie i wyostrzanie 

Zgodnie ze schematem blokowym systemu rozmytego (rys. 6.2), układ 
rozmytego wnioskowania jest połączony z obiektem za pośrednictwem 
układu rozmywania pomiarów (na wejściu) oraz układu wyostrzania (na 
wyjściu). Łączą one dwie różne dziedziny reprezentacji wielkości fizycz-
nych. 

Blok rozmywania (ang. fuzzification) ma na celu zamianę obserwowa-
nych konkretnych wielkości wejściowych w odpowiadające im liczby 
(zbiory) rozmyte. Formalnie oznacza to przyporządkowanie ostrej warto-
ści określonej w przestrzeni n -wymiarowej   Xx  T

nxxx ...21  od-

powiedniego zbioru rozmytego nA XXXX  ...21 . Sposób tego 
przyporządkowania zależy od charakteru sygnału i jego zastosowania. 

W zagadnieniach regulacji najczęściej stosuje się operację rozmywania 
typu singleton (jedna karta w danym kolorze) . W tym przypadku funkcja 
przynależności liczby A  jest określona następująco: 

 







 '.  jeżeli
,'  jeżeli

xx
xx

xxx
0
1

)'()( A  (6.30) 

Jeśli dane wejściowe są odkształcone przez zakłócenia, to powyższe przy-
porządkowanie może nie być adekwatne. Wówczas stosuje się rozmywa-
nie typu nonsingleton, w którym funkcja przynależności jest równa: 

1)'(  xA , jak w (6.30) i maleje w miarę oddalania się x  od punktu 'x , 

co może być określone w postaci następującej funkcji: 
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 






 
 2

)'()'(exp)(


 xxxxx
T

A , (6.31) 

gdzie: parametr 0 . 

W przypadku zabezpieczeń przekaźnikowych, system rozmyty jest 
zazwyczaj stosowany do podejmowania decyzji (ang. fuzzy decision ma-
king). W takim przypadku danymi wejściowymi są wielkości kryterialne, 
które są uzyskiwane z członu pomiarowego przekaźnika (rys. 1.16). Jak 
to już pokazano w poprzednim punkcie, stopień rozmycia sygnału 
można połączyć z wiarygodnością pomiaru, co często jest związane z jego 
dynamiką: sygnał ustalony lub wolnozmienny można mierzyć dokładniej 
niż sygnał szybkozmienny. Jest to efekt nie tylko użytej procedury pomia-
rowej, ale również obecności zakłóceń. 

Zakłada, że sygnał dyskretny )(kx  jest obserwowany w oknie o szero-
kości M  próbek: )(kx , )1( kx , ... , )1(  Mkx . Jeśli wynik transformacji 
rzeczywistych wartości mierzonych do dziedziny rozmytej przedstawić 
w postaci liczby typu PL  , to jej parametry mogą być określone nastę-
pująco [45]: 

 



M

i

ikx
M

km
1

)1(1)( , (6.32a) 

  )1(min)()(
,...1




ikxkmk
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 , (6.32b) 

   )()1(max)(
,...1

kmikxk
Mi




 . (6.32c) 

W wyniku przekształcenia (6.32) otrzymuje się zbiór rozmyty o postaci 
(6.8):  LPkkkmkA )(),(),()(  , którego funkcja przynależności jest okre-

ślona zgodnie z (6.9)-
(6.10), przy czym 

  1)( kmA . Ilustracja 
rozmywania pomiarów 
zgodnie z procedurą 
(6.32) dla szerokości 
okna rozmywania 

5M  jest pokazana na 
rys. 6.19. 

Można zauważyć, że 
stopień rozmycia zbio-
rów otrzymywanych w 

x
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Rys. 6.19. Ilustracja sposobu rozmywania danych 
pomiarowych 
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kolejnych krokach pomiarowych jest proporcjonalny do szybkości 
zmiany sygnału obserwowanego w oknie rozmywania. Zatem, uzyskana 
wartość jest bardziej rozmyta w przypadku gwałtownej zmiany sygnału, 
co nie zawsze pokrywa się ze strefą występowania dużych zakłóceń. Jed-
nak bezpośrednie powiązanie procedury rozmywania pomiarów z inten-
sywnością zakłóceń wymagałoby znacznego skomplikowania algorytmu. 
Rozwiązanie to może być uzasadnione jedynie znacznymi korzyściami 
płynącymi z zastosowania takiego podejścia. 

Blok wyostrzania (ang. defuzzification) ma na celu zamianę rezultatu 
wnioskowania rozmytego na odpowiadające mu konkretne wyjściowe 
wielkości, które mają wymiar parametrów sterujących obiektem. Nie ma 
jednoznacznej procedury, która pozwalałaby określić sposób zamiany 
wielkości rozmytej w wartość ostrą przy zachowaniu pełnej o niej infor-
macji. Stosowane są zatem różne praktyczne algorytmy, których ważnym 
parametrem jest złożoność obliczeniowa. Oto niektóre z nich. 
- Wyostrzanie według kryterium maksimum wartości funkcji przyna-

leżności [40], [68], [79]. Z obszaru rozważań zbioru rozmytego A  w 
charakterze wielkości wyjściowej wybierana jest ta wartość argumentu 

x , dla której funkcja przynależności )( xA  przyjmuje największą 
wartość: 

 )(max)( xx AXxA 


  . 6.33) 

W metodzie tej nie jest uwzględniony kształt funkcji przynależności, 
co może prowadzić do zaskakujących wyników (rys. 6.20a). 

- Wyostrzanie według kryterium wartości średniej z punktów maksy-
malnych funkcji przynależności [68]. Jeśli funkcja przynależności ma 
kilka punktów maksymalnych, to odpowiedź jest określana jako war-
tość średnia z argumentów odpowiadających każdej wartości. Jest to 
pewna modyfikacja poprzedniej metody, która również może przyno-
sić nieoczekiwane rezultaty (rys. 6.20b). 

- Wyostrzanie według kryterium środka ciężkości [68], [103]. W tym 
przypadku wartość wyjściowa odpowiada argumentowi x , w 
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Rys. 6.20. Ilustracja metod wyostrzania według: kryterium maksimum (a), 
średniej z maksimum (b) oraz kryterium środka ciężkości (c) 
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którym obszar określony przez funkcję przynależności )( xA  ma 
punkt ciężkości. W przypadku systemu dyskretnego, w którym obszar 
rozważań zawiera M  kolejnych punktów, jest on określany następu-
jącą zależnością: 
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i
iAi

x

xx
x

1

1

)(
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


. (6.34) 

Ilustracja tej metody jest pokazana na rys. 6.20c. 

Należy zauważyć, że w przekaźnikach zabezpieczeniowych wielkość 
wyjściowa ma charakter dwustanowego sygnału logicznego, który ste-
ruje obwodem wyłącznika. Jeśli porównanie sygnału kryterialnego S  z 
nastawą G  odbywa się zgodnie z (6.24), to jego wynik charakteryzowany 
jest nie tyle przez wartość argumentu x , dla którego spełnione jest kry-
terium, lecz przez stopień poparcia decyzji, wyrażony przez wartość 
funkcji przynależności )( yR , gdzie Yy  (6.25). Wyjściowy ostry sygnał 

logiczny #  może być zatem określony w rezultacie porównania ciągłej 
zmiennej logicznej   z zadanym 'ostrym' progiem  : 

 


 


inaczej.

  jeśli
0

,1# 
  (6.35) 

W przypadku przekaźnika z jednym tylko kryterium, wielkość wyj-
ściowa może być określona bezpośrednio w rezultacie porównania sy-
gnału S  z progiem G . Wówczas w miejsce operacji odejmowania (6.24) 
można zastosować operację przecięcia zbiorów o funkcji przynależności: 

 )(),(min)( xxx GSR    (rys. 6.21a). Iloraz pól wyznaczonych przez 
funkcje przynależności sygnału - )(xS  oraz rezultatu porównania - 
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x x  

Rys. 6.21. Wyostrzanie sygnału wyjściowego przekaźnika według kryte-
rium: maksimum (a) oraz ilorazu pól (b) 
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)(xR  określa funkcję logiczną, która jest proporcjonalna do odpowied-
niej decyzji przekaźnika [45] (rys. 6.21b): 
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



 , (6.36) 

gdzie: F , F  - pola ograniczone odpowiednimi funkcjami przynależno-
ści (rys. 6.21b). 

Porównanie zmiennej   z wartością progową  , jak w (6.35), daje rezul-
tat w postaci wyjściowej ostrej zmiennej logicznej # . 

6.3.7 Rozmyte zabezpieczenie różnicowe transformatora 

W celu ilustracji powyższych rozważań w odniesieniu do automatyki za-
bezpieczniowej zostanie omówiony przykład złożonego zabezpieczenia 
transformatora elektroenergetycznego. 

Zasada zabezpieczenia różnicowego wzdłużnego transformatora. 
Transformatory elektroenergetyczne nie są łatwymi obiektami do zabez-
pieczenia przed skutkami zwarć wewnętrznych. Pomimo stosunkowo 
małej awaryjności transformatorów, nieprawidłowe działanie zabezpie-
czenia prowadzi do dużych strat zarówno w przypadku działań nadmia-
rowych, jak i brakujących [93], [98]. 

Zabezpieczenie różnicowe stosuje się w transformatorach o mocy zna-
mionowej powyżej 5 MVA. Schemat takiego zabezpieczenia w odniesie-
niu do dwuuzwojeniowego transformatora o grupie połączeń Yd jest po-
kazany na rys. 6.22 (ogólne kryterium różnicowoprądowe podane jest w 
p. 1.5.3). Schemat połączeń przekładników po obu stronach transforma-
tora (PP1 oraz PP2) odpowiada założeniu, że kompensacja przesunięcia 
fazowego prądów, wynikająca z określonej grupy połączeń transforma-
tora, odbywa się wewnątrz przekaźnika, co jest powszechnie stosowane 
w zabezpieczeniach cyfrowych (dotyczy to także wyrównania przekładni 
transformatora). Pokazany układ odnosi się do zabezpieczenia różnico-
wego wzdłużnego. W niektórych rozwiązaniach, w charakterze dodatko-
wej wielkości kryterialnej stosuje się także pomiar napięcia na jednej stro-
nie transformatora. 

Istota zabezpieczenia różnicowego polega w tym przypadku na po-
równaniu prądu różnicowego di  (1.3) w każdej fazie z zadaną wartością 
progową. Prąd różnicowy jest określany jako różnica prądów po obu stro-
nach transformatora, z uwzględnieniem przekładni przekładników i 
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transformatora oraz odpowiedniego przesunięcia fazowego. Najczęściej 
kryterium odnosi się do wartości skutecznej tego prądu. Z założenia, prąd 
ten jest bardzo mały w normalnych warunkach pracy układu oraz przy 
zwarciach zewnętrznych ( 1F  i 5F  na rys. 6.22), natomiast gwałtownie ro-
śnie w przypadku zwarcia wewnątrz zabezpieczanej strefy ( 2F , 3F  i 4F ). 
Niestety, obraz ten ulega zakłóceniu z powodu różnych zjawisk, które 
mają miejsce w samym transformatorze, jak i w obwodzie pomiarowym, 
w różnych stanach pracy układu. Powstają wówczas uchybowe prądy 
różnicowe, których głównymi źródłami są [93], [98]: 
 udarowe prądy magnesowania rdzenia transformatora; występują 

one głównie podczas załączania transformatora; 
 błędy przekładników prądowych, głównie spowodowane przez na-

sycenie się ich rdzeni przy bliskich zwarciach zewnętrznych; 
 duży prąd magnesowania wywołany wzrostem strumienia w rdzeniu 

transformatora (przy wzroście napięcia); 
 zmiana przekładni transformatora w związku z regulacją napięcia 

przez zmianę położenia zaczepów. 
W celu odstrojenia przekaźnika od tych zakłóceń stosuje się różne 

środki zaradcze, spośród których najważniejsze są wymienione poniżej. 
 Stosowanie stabilizacji procentowej przekaźnika. Czynnikiem stabili-

zującym jest prąd hamujący wzdłużny sti , określony jako średnia war-
tość prądów po obu stronach transformatora (1.4). Stabilizacja 

Przekaźnik
różnicowy

F1 F2 F3 F4 F5
PP2PP1

Yd

L1
L2
L3

 

Rys. 6.22. Struktura zabezpieczenia różnicowego transformatora 
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procentowa w dużej mierze eliminuje wpływ uchybów pochodzących 
od przekładni przekładników oraz ich błędów dynamicznych. 

 Stabilizacja drugą harmoniczną prądu różnicowego. Duży udział dru-
giej harmonicznej (powyżej 20%) w prądzie różnicowym wskazuje na 
to, że źródłem prądu różnicowego jest udarowy prąd magnesowania. 

 Stabilizacja piątą harmoniczną prądu różnicowego. Duży udział piątej 
harmonicznej (powyżej 30%) w prądzie różnicowym występuje pod-
czas stacjonarnego wzrostu strumienia rdzenia transformatora. Ten 
uchyb jest niekiedy stabilizowany przez dodatkowe kryterium opiera-
jące się na estymacji strumienia w rdzeniu transformatora (niezbędny 
jest wówczas pomiar napięcia). 
Ze względu jednak na wzajemne powiązanie zjawisk, ich pełna sepa-

racja na podstawie pomiaru prądów (a niekiedy także napięć) przy stoso-
waniu tradycyjnych technik pomiarowych i decyzyjnych nie jest moż-
liwa. Skonstruowanie dobrego zabezpieczenia transformatora jest nadal 
dużym wyzwaniem stojącym przed nawet doświadczonym zespołem 
projektowym. 

Wielokryterialny rozmyty przekaźnik różnicowy. Na podstawie po-
wyższych rozważań widać, że w celu zapewnienia dużej czułości i selek-
tywności zabezpieczenia, należy stosować wiele kryteriów, które mo-
głyby pokryć cały obszar różnych stanów zabezpieczanego transforma-
tora i układu pomiarowego. W takim przypadku duże znaczenie ma 
określenie odpowiednich algorytmów komparacji (sygnałów kryterial-
nych z nastawami) oraz przetwarzania logicznych sygnałów decyzyj-
nych. Poniżej przedstawione jest przykładowe rozwiązanie z wykorzy-
staniem do tego celu systemu rozmytego [84], [101], [102]. 

Z punktu widzenia zabezpieczenia, można wyróżnić następujące 
stany pracy transformatora, które są klasyfikowane przez przekaźnik: 

1) udarowe nasycenie rdzenia, 
2) stacjonarny wzrost strumienia magnetycznego w rdzeniu, 
3) zwarcie zewnętrzne z nasyceniem się rdzeni przekładników prą-

dowych, 
4) zwarcie zewnętrzne bez nasycenia PP ale przy ich niedopasowa-

nych przekładniach w stosunku do przekładni transformatora, 
5) zwarcie wewnętrzne, 
6) normalny stan pracy. 
Widać, że tylko jeden z wymienionych sześciu stanów powinien pro-

wadzić do zadziałania zabezpieczenia. Zadaniem przekaźnika jest po-
prawna klasyfikacja tych zdarzeń. 
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Przekaźnik zabezpieczenia różnicowego jest pobudzany wówczas, 
gdy chwilowa wartość prądu różnicowego )(kid  przekroczy pewną usta-

loną wartość progową 0rpI  (rys. 1.22). Sygnał pobudzenia przekaźnika 

uruchamia odpowiednie procedury, które kończą się podjęciem decyzji 
typu 'wyłącz' lub 'blokuj'. Zakładając, że pobudzenie przekaźnika jest 
równoznaczne z zakwalifikowaniem stanu transformatora do grupy innej 
niż 'stan normalny', można przyjąć, że algorytm zabezpieczenia polega 
na odrzuceniu hipotezy o zwarciu wewnętrznym. Odrzucenie tej hipo-
tezy powoduje przejście przekaźnika do stanu normalnego, co oznacza 
'blokuj wyłączenie'. W każdym innym przypadku przekaźnik podejmuje 

decyzję 'wyłącz'. Wartość prądu rozruchowego 0rpI  wynosi zazwyczaj 

kilka procent prądu znamionowego transformatora. 
W rozpatrywanym przekaźniku rozmytym główne założenie o braku 

zwarcia wewnętrznego jest sprawdzane w drodze równoległej analizy 
czterech hipotez, które wywodzą się z wymienionych powyżej pierw-
szych czterech grup (1-4) zjawisk obserwowanych przez zabezpieczenie. 
Zjawiska te mają źródła inne niż zwarcie wewnętrzne, a zatem nie po-
winny prowadzić do wyłączenia obiektu. Analiza sprowadza się do osza-
cowania, zgodnie z zasadami logiki rozmytej, następujących zmiennych 
lingwistycznych: 

(1) ‘nie występuje udarowe nasycenie rdzenia transformatora’; 
(2) ‘nie ma miejsca stacjonarny wzrost strumienia’; 
(3) ‘nie występuje zwarcie zewnętrzne przy jednoczesnym nasyceniu 

rdzeni PP’; 
(4) ‘nie występuje zwarcie zewnętrzne bez nasycenia rdzeni PP’. 

Wartość powyższych zmiennych można określić za pomocą wielkości i
, 4,..,1i , które zmieniają się w zakresie [0, 1]. Jeśli wartość i  zbliża się 
do jedności, to oznacza, że i -ta zmienna lingwistyczna ma dużą wiary-
godność, co sprzyja decyzji o zakwalifikowaniu danego zdarzenia do 
zwarcia wewnętrznego. Struktura opisywanego układu decyzyjnego jest 
pokazana na rys. 6.23. Można zauważyć, że przy ‘niekwestionowanym’ 
zwarciu wewnętrznym wszystkie wartości i , 4,..,1i  będą bliskie jed-
ności, co ułatwia poprawną decyzję typu ‘wyłącz’. 

W celu uwiarygodnienia decyzji również w innych stanach pracy 
transformatora zaproponowano dwanaście następujących kryteriów, 
które są odpowiednio przyporządkowane do wymienionych czterech 
grup [46]. 
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1. Udar prądu magnesującego może być wykluczony jeśli spełnione są 
następujące kryteria: 

Kryterium C1: wartość prądu różnicowego jest większa od największej 
oczekiwanej wartości prądu magnesującego 1G . W charakterze wiel-
kości kryterialnej można rozpatrywać amplitudę pierwszej harmo-
nicznej prądu różnicowego )(1 kId , co prowadzi do następującego wa-
runku: 

 111 )( GkIS d  , (6.37) 

który odnosi się do prądu w każdej fazie transformatora. 
W powyższym zapisie 1S  oznacza sygnał kryterialny, a 1G  jest warto-
ścią progową (nastawą). 
Kryterium C2: w przebiegach prądu różnicowego wszystkich trzech 
faz transformatora nie ma płaskiego odcinka, w którym wartość prądu 
i jego pierwszej pochodnej są małe, o długości nie mniejszej od 1/6 
okresu. To kryterium może być różnie formalizowane. Na przykład, 
sygnał kryterialny można określić w następujący sposób: 

0)( rpd Iki 

)(kid
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Rys. 6.23. Struktura rozmytego przekaźnika różnicowego transformatora 
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gdzie: N  — liczba próbek w okresie podstawowej harmonicznej, 
3..1 LLf   — rozpatrywana faza. 

W powyższym kryterium stan nasycenia rdzenia jest sprawdzany 
przez badanie kształtu prądu różnicowego [101]. 
Kryterium C3: stosunek wartości amplitudy drugiej harmonicznej 
prądu różnicowego )(2 kId  w odniesieniu do amplitudy pierwszej har-
monicznej )(1 kId  nie przekracza zadanego progu 3G : 

 3
1

2
3 )(

)( G
kI
kIS

d

d  . (6.39) 

Kryterium to jest znane jako blokada od drugiej harmonicznej prądu 
różnicowego. 

2. Wzrost strumienia magnetycznego w rdzeniu w warunkach stacjonar-
nych może być wykluczony, jeśli są spełnione następujące kryteria: 

Kryterium C4: wartość prądu różnicowego jest większa od największej 
spodziewanej wartości prądu magnesującego. W charakterze wielko-
ści kryterialnej można rozpatrywać amplitudę prądu różnicowego 

)(1 kId  (6.37), co prowadzi do następującego warunku: 

 414 GSS  , (6.40) 

który odnosi się do prądu w każdej fazie transformatora. 
Kryterium to jest powtórzeniem C1, z tym, że wartość 4G  jest zazwy-
czaj dużo mniejsza od 1G , co pozwala w wielu przypadkach wyklu-
czyć nasycenie w warunkach stacjonarnych. 
Kryterium C5: wartość strumienia w rdzeniu transformatora nie prze-
kracza pewnej zadanej wielkości 5G . Odpowiedni warunek można 
zdefiniować w odniesieniu do całki napięcia )(ku  mierzonego na zaci-
skach jednej strony transformatora. Wówczas kryterium przyjmuje na-
stępującą postać: 
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



, (6.41) 

Jeśli napięcie nie jest mierzone, to kryterium jest pomijane, a wzrost 
strumienia w rdzeniu jest kontrolowany przez kryteria C4 oraz C6. 
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Kryterium C6: udział piątej harmonicznej w prądzie różnicowym nie 
przekracza zadanej wartości 6G . Zwykle bada się w tym celu stosunek 
amplitud piątej i pierwszej harmonicznej, co prowadzi do następującej 
relacji: 

 6
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kI
kIS

d

d  . (6.42) 

Kryterium to jest znane jako blokada od piątej harmonicznej prądu 
różnicowego. 

3. Zwarcie zewnętrzne połączone z nasyceniem się rdzeni przekładni-
ków prądowych może być wykluczone, jeśli są spełnione następujące 
kryteria: 

Kryterium C7: duża wartość wzdłużnego prądu stabilizującego sti  nie 
występuje przed pojawieniem się dużej wartości prądu różnicowego 
[102]. Kryterium to jest zazwyczaj stosowane w odniesieniu do ampli-
tud podstawowej harmonicznej 1stI  odpowiednich prądów. Polega 
ono na stwierdzeniu kolejności zdarzeń i może być określone następu-
jąco: 
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r  — numer próbki, w której nastąpiło pobudzenie przekaźnika, s  — 
numer próbki, w której prąd różnicowy przekroczył pomocniczą war-
tość 7H , która powinna być większa od prądu różnicowego 07 stIH  : 

71 HId   (w przeciwnym przypadku 0s ). 
Kryterium C8: poziom drugiej harmonicznej prądu różnicowego w 
stosunku do składowej podstawowej nie przekracza zadanej wartości 

8G : 

 838 GSS  . (6.45) 

Jest to kryterium podobne do C3, z tym, że wartość 8G  jest tak dobie-

rana aby wykluczyć nasycenie się rdzeni PP. Nastawa 8G  jest zazwy-

czaj większa od 3G . 
Kryterium C9: prąd różnicowy przekracza wartość oczekiwaną przy 
zwarciach zewnętrznych, którym towarzyszy nasycenie rdzeni PP: 

 919 GSS  . (6.46) 
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4. Obserwowane zdarzenie nie może być zakwalifikowane jako zwarcie 
zewnętrzne bez wystąpienia nasycenia PP jeśli są spełnione następu-
jące kryteria: 

Kryterium C10: wartość prądu różnicowego jest dużo większa od war-
tości stabilizującego prądu wzdłużnego. W przypadku stosowania za-
sady kontroli przyrostu prądu po zwarciu, kryterium ma następującą 
postać: 
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gdzie: indeks p  wskazuje na odpowiednie wielkości przed wystą 
  pieniem zwarcia. 

To kryterium odpowiada sprawdzeniu położenia trajektorii prądu 
różnicowego na charakterystyce stabilizacji procentowej (ang. biased 
differential characteristic) [98]. 
Kryterium C11: stosunek amplitud prądu różnicowego i wzdłużnego 
jest różny dla wszystkich trzech faz transformatora (kontrola niesyme-
trii – symetryczne trójfazowe zwarcie wewnętrzne jest praktycznie 
niemożliwe) [102]. W tym celu, dla trzech faz transformatora obliczane 
są wskaźniki (6.47), na podstawie których określane jest kryterium: 

  1131021031011021011011 )()()()()()( GkSkSkSkSkSkSS LLLLLL  , (6.48) 

Kryterium C12: prąd różnicowy przekracza wartość maksymalnego 
spodziewanego prądu wywołanego bliskim zwarciem zewnętrznym 
przy maksymalnym niedopasowaniu przekładni PP: 

 12112 GSS  . (6.49) 

W przypadku przekaźnika z wielokryterialną zasadą podejmowania 
decyzji kryteria powinny pokrywać cały obszar związany z możliwymi 
warunkami pracy transformatora. Nie są tutaj szczegółowo wyjaśnione 
powody stosowania poszczególnych kryteriów oraz ich uzasadnienie. 
Bliższe szczegóły na ten temat można znaleźć w literaturze specjalistycz-
nej [93], [98]. Przedstawiona lista nie wyczerpuje zbioru różnych kryte-
riów stosowanych w omawianym typie przekaźnika i jest w dużym stop-
niu arbitralna. W dalszym ciągu wysuwane są nowe pomysły w tej dzie-
dzinie – zarówno w zakresie metod pomiarowych, jak i stosowanych 
wielkości kryterialnych [78], [84], [101], [102]. Należy zauważyć, że po-
mimo na pozór skomplikowanego zapisu wymienionych kryteriów, reali-
zacja odpowiednich pomiarów nie jest złożona, tym bardziej, że niektóre 
mierzone wielkości są wykorzystywane wielokrotnie. 
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W rozpatrywanym przekaźniku poszczególne warunki kryterialne 
mają charakter rozmyty. Dla uproszczenia zakłada się dalej, że jedynie 
wielkość progowa (nastawa) jest wielkością rozmytą, natomiast sygnał 
kryterialny jest reprezentowany wielkością ‘ostrą’. Na podstawie rozwa-
żań prowadzonych w p. 6.3.5 wiadomo, że charakter funkcji przynależ-
ności rozmytej nastawy zależy od tego, czy dane kryterium jest nadmia-
rowe, czy niedomiarowe. Ma tu zatem miejsce kombinacja tych charakte-
rystyk. 

Aby stosowanie wymienionych kryteriów dało spodziewaną wysoką 
selektywność zabezpieczenia należy poprawnie dobrać poszczególne 
wartości progowe (ich funkcje przynależności). Jest to dosyć złożone za-
danie, w którym należy uwzględnić cały zakres zmian wartości sygnału 
kryterialnego i przyporządkować mu odpowiednie wartości funkcji przy-
należności nastawy. Zostanie przedstawiony sposób określenia funkcji 
przynależności wielkości progowej 3G , stosowanej w kryterium C3 w celu 
odróżnienia zwarcia wewnętrznego od innych zakłóceń za pomocą ana-
lizy drugiej harmonicznej prądu różnicowego. Z użyciem modelu trójfa-
zowego dwuuzwojeniowego transformatora i fragmentu systemu zasila-
jącego wykonano szereg testów zakładając różnego rodzaju zwarcia ze-
wnętrzne (z nasyceniem oraz bez nasycenia PP), wewnętrzne, warunki 
stacjonarnego nasycenia rdzenia oraz udaru prądu magnesującego [46]. 

Uzyskane przebiegi sygnału kryterialnego 3S  są pokazane na rys. 6.24: 
z wydzieleniem przypadków prowadzących do udaru prądu magnesują-
cego (rys. 6.24a) oraz zwarć wewnętrznych (rys. 6.24b). Pomiar został wy-
konany za pomocą pełnookresowego algorytmu Fouriera. 

W celu określenia funkcji przynależności kryterium C3 wprowadza się 
dwie pomocnicze rozmyte zmienne logiczne, które odpowiadają nastę-
pującym zmiennym lingwistycznym: ‘nie ma zwarcia wewnętrznego, 
gdyż stwierdzono udar prądu magnesującego’ – 3B  oraz ‘jest zwarcie we-
wnętrzne, gdyż stwierdzono stosunkowo mały udział drugiej harmonicz-
nej w prądzie różnicowym’ – 3W . Funkcje przynależności obu zmien-
nych: 3W  oraz 3B  można oszacować na podstawie statystycznej analizy 

zarejestrowanych pomiarów sygnału 3S  (rys. 6.24). Pokazane przebiegi 
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funkcji 3W , 3B  odpowiadają rozkładowi sygnału kryterialnego dla 
czasu 50 ms. Analizując te przypadki można zakreślić przedziały warto-
ści sygnału 3S , w których powinna być podjęta decyzja o blokowaniu lub 
wyłączeniu obiektu. Jak widać, kryterium to nie może być w pełni selek-
tywne, gdyż istnieją takie obszary wartości sygnału 3S , w których funkcje 
przynależności decyzji ‘blokuj’ oraz ‘wyłącz’ nakładają się lub mają małe 
wartości. Rozszerzając rejon decyzji ‘wyłącz’ na większe wartości 3S  
można zwiększyć stopień poprawnych decyzji przy zwarciach we-
wnętrznych z nasyceniem się rdzeni PP, jednak wówczas transformator 
będzie zbędnie wyłączany podczas udarów prądu magnesującego.  

Funkcję przynależności rozpatrywanego kryterium można oszacować 
na podstawie analizy przebiegu funkcji 3W  oraz 3B  (rys. 6.25a). W 
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Rys. 6. 24. Wyznaczanie funkcji przynależności nastawy 3G : zwarcie we-

wnętrzne – ‘wyłącz’ (a) oraz udar prądu magnesującego – ‘blokuj’ (b) 
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obszarze ‘niepewnej’ klasyfikacji 
zdarzenia poszukiwana funkcja 3  
będzie się zmieniać od wartości 1 
(nie występuje udarowy prąd ma-
gnesowania, a więc  - ‘wyłącz’) do 
wartości 0 (występuje udarowy 
prąd magnesowania, a więc – ‘blo-
kuj’). W rezultacie tych rozważań 
otrzymuje się funkcję przynależno-
ści 3 , która jest pokazana na rys. 
6.25b. Przedstawiono ją w formie 
uproszczonej do linii prostych, 
gdyż najczęściej brak jest dostatecz-
nych danych do nakreślenia jej bar-
dziej wiarygodnej postaci. Należy 

zauważyć, że wzajemne relacje pomiędzy analizowanymi zjawiskami 
zmieniają się w czasie, czego przyczyną jest zarówno stan przejściowy 
obserwowany w mierzonych prądach, jak i błędy dynamiczne pomiaru. 
W celu uwzględnienia tego faktu można stosować zmienne w czasie na-
stawy przekaźnika [50]. 

W złożonym układzie decyzyjnym, jaki ma zastosowanie w rozpatry-
wanym przekaźniku, poprawny dobór nastaw jest, jak widać, złożonym 
zadaniem, które może być powierzone tylko doświadczonym ekspertom. 
Znane są również formalne metody określania tych nastaw na podstawie 
badań symulacyjnych [46], [101], [102]. W rozpatrywanym przypadku 
istotnym czynnikiem porządkującym proces syntezy nastaw jest podział 
całego pola decyzyjnego na cztery obszary, które odnoszą się do podob-
nych zjawisk w nadzorowanym obiekcie. Kryteria przyporządkowane do 
poszczególnych grup są przetwarzane według metody ważonej agregacji 
(6.29). Zatem, wielkość logiczna 1 , określająca stopień spełnienia hipo-
tezy: ‘nie występuje udarowe nasycenie rdzenia transformatora’ na pod-
stawie kryteriów C1, C2 oraz C3 jest określana następująco:  
 3322111  www  ,  1321  www , (6.50) 

gdzie: )1,0(iw  odzwierciedla stopień ważności kryterium Ci. 

Podobnie określane są wielkości logiczne charakteryzujące pozostałe 
grupy kryteriów: 

 6655442  www  ,  1654  www , (6.51) 
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Rys. 6.25. Formowanie funkcji przyna-
leżności nastawy 3G . 
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 9988773  www  , 1987  www , (6.52) 

 1212111110104  www  , 1121110  www . (6.53) 

Jeśli wystąpi którekolwiek ze zdarzeń, które wyklucza zwarcie ze-
wnętrzne, to powinna zostać podjęta decyzja o wyłączeniu. Zatem, prze-
twarzanie wielkości i  powinno się odbywać zgodnie z operacją T-
normy, odpowiadającej iloczynowi odpowiednich zbiorów. Może ona 
być reprezentowana następującą funkcją 

  4321 ,,,min   . (6.54) 

Schemat podejmowania decyzji odpowiadający powyższym rozważa-
niom jest pokazany na rys. 6.26. Na wyjściu układu rozmytego dokony-
wana jest operacja wyostrzania zgodnie z (6.35). W blokach odpowiadają-
cych porównaniu ostrego sygnału kryterialnego z rozmytą nastawą poka-
zano charakter funkcji przynależności. Można zauważyć, że w zbiorze 
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Rys. 6.26. Struktura rozmytego bloku decyzyjnego przekaźnika różnicowego 
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wielkości, które należy określić na etapie nastawiania zabezpieczenia znaj-
dują się także współczynniki wagowe iw . Również w stosunku do nich 
można zastosować odpowiednie procedury samoczynnego określania 
wartości na drodze symulacyjnych eksperymentów [50]. 

6.4 Sztuczne sieci neuronowe 

6.4.1 Wprowadzenie 

Z punktu widzenia sposobu przetwarzania informacji, sztuczne sieci neu-
ronowe (lub po prostu sieci neuronowe) są najbardziej reprezentacyjnym 
przedstawicielem technik sztucznej inteligencji. Zarówno nazwa, jak i 
struktury SSN czerpią inspirację z rozwiązań spotykanych w przyrodzie 
ożywionej. Sztuczna sieć neuronowa powstaje przez połączenie sztucz-
nych neuronów, które imitują działanie elementów systemu nerwowego 
żywych istot. W dużym stopniu przejęte zostało również nazewnictwo 
stosowane w anatomii układu nerwowego, chociaż należy być ostrożnym 
w doszukiwaniu się zbyt daleko idących analogii pomiędzy SSN a syste-
mem nerwowym znanym z biologii. 

Sieć neuronowa jest strukturą złożoną ze wzajemnie połączonych ele-
mentów przetwarzających sygnały wejściowe. Elementy przetwarzające 
pozostają we wzajemnym współdziałaniu, co przy odpowiedniej koordy-
nacji może prowadzić do pożądanego zachowania się całej struktury. Ce-
chą charakterystyczną tej struktury jest zdolność uczenia się, co jest rozu-
miane jako właściwość programowania w odpowiedzi na pojawiające się 
wymuszenia. Proces uczenia może się odbywać w trybie normalnej pracy 
układu lub na etapie go poprzedzającym. W tym sensie SSN może być 
rozpatrywana jako narzędzie służące do imitacji pracy neuronów w mó-
zgu i rozwiązywania problemów, które są typowe dla mózgu, a więc: 
identyfikacji, czy też klasyfikacji różnych obiektów lub zjawisk. 

Podstawowe właściwości SSN wynikają z dużej zdolności obliczenio-
wej, która jest zapewniona dzięki zasadzie przetwarzania równoległego, 
charakterystycznego dla tych struktur oraz dużej redundancji przetwa-
rzania informacji, co czyni taki układ odpornym na zakłócenia i uszko-
dzenia – również ta cecha ma swoje źródła w oryginale biologicznym. 
Przy wykorzystaniu odpowiedniego sprzętu staje się możliwe przetwa-
rzanie dużej liczby danych w czasie rzeczywistym.  

Prace nad rozwojem i zastosowaniem SSN uległy gwałtownemu przy-
spieszeniu w połowie lat osiemdziesiątych ubiegłego wieku po 
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zdefiniowaniu bardzo efektywnego algorytmu uczenia sieci wielowar-
stwowej znanego dzisiaj jako algorytm propagacji wstecznej (ang. backpropa-
gation algorithm) [35], [58], [73], [92]. Rozpowszechnienie tego nowego na-
rzędzia przetwarzania informacji było związane z kilkoma czynnikami, 
wśród których najistotniejsze to: ograniczenia dotychczasowego szerego-
wego przetwarzania stosowanego w standardowych procesorach, trud-
ności w ograniczeniu błędów związanych z numeryczną reprezentacją 
złożonych systemów (zwłaszcza w nieliniowym zakresie pracy) oraz roz-
wój technologii elektronowej. 

Rozwój SSN ma już swoją długą historię, podczas której powstało 
wiele koncepcji odnośnie do ich struktury, sposobu uczenia i sposobu re-
alizacji algorytmu przetwarzania [33], [35]. Te właśnie parametry charak-
teryzują właściwości sieci neuronowych. 

SSN mają kilka istotnych właściwości, które decydują o ich atrakcyjno-
ści jako narzędzia przetwarzania sygnałów w automatyce elektroenerge-
tycznej: 

- łatwość klasyfikacji zdarzeń, 
- zdolność uczenia się (adaptacji do nowych warunków), 
- zdolność uogólniania (generalizowania), 
- tolerancja na błędy i uszkodzenia. 
Te cechy sprawiają, że układy neuronowe są proponowane do realiza-

cji niemal wszystkich funkcji automatyki elektroenergetycznej. W zakre-
sie zabezpieczeń przekaźnikowych odnosi się to do zabezpieczeń linii [9], 
[12], [32], [42], [105] i realizacji automatyki SPZ [2], [3], zabezpieczeń 
transformatorów [4], [49], [78], lokalizacji miejsca zwarcia [8], [71], korek-
cji błędów w torze pomiarowym [48], [65], klasyfikacji rodzaju zwarcia 
[53], [64], [86], [87], [91], [94], pomiarów wielkości kryterialnych [42], [106] 
i innych. 

6.4.2 Struktury sieci neuronowych 

Struktura elementarnego modelu neuronu jest pokazana na rys. 6.27. Mo-
del ten zawiera jeden cen-
tralny układ przetwarzania 
sygnałów dopływających z 

0K  wejść. Pojedynczy sy-
gnał wyjściowy jest okre-
ślany zgodnie z następującą 
zależnością: 

 f()

x1

x2 . . .

1

y


w0

0Kx

w1

w2

0Kw

Rys. 6.27. Model neuronu 
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gdzie: ix  — sygnał wejściowy, 0,...,2,1 Ki  , 10 x , iw  — współczynnik 

wagowy, 0,...,1,0 Ki  , 00 xw  — wartość progowa (wielkość odniesienia, 

polaryzacja), )(f  — funkcja aktywacji neuronu,   — sygnał wyjściowy 
sumatora, y  — sygnał wyjściowy neuronu. 

Funkcja sumatora w (6.55) może być zapisana w postaci wektorowej 

 xwT , (6.56) 

gdzie:   
0

...10 Kwwww ,  TKxxx
0

...10x . 

W charakterze funkcji aktywacji neuronu )(f  występują zazwyczaj: 
- funkcja skokowa: 

 








, gdy
, gdy

00
01

)(



f  (6.57) 

- funkcja liniowa (z ograniczeniami): 

 














, gdy
, gdy

, gdy

1
1

1
1
1

)(





f  (6.58) 

- sigmoidalna funkcja unipolarna: 

  
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1)(f  (6.59) 

lub bipolarna: 
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Funkcja skokowa może być także bipolarna (signum) – wówczas wartość 
funkcji mieści się w zbiorze (-1, 1). Przebiegi tych funkcji są pokazane na 
rys. 6.28. Wraz ze wzrostem parametru   funkcje sigmoidalne stają się 
coraz bardziej strome, dążąc do odpowiednich funkcji skokowych. Neu-
ron (6.55) ze skokową funkcją przetwarzania (  ) nazywa się per-
ceptronem [58], [92]. W przeciwnym przypadku jest to neuron sigmoi-
dalny [73]. Często nie czyni się tego rozróżnienia i omawiany model neu-
ronu nazywa się po prostu, perceptronem. 
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Uczenie neuronu z funkcją przetwarzania (6.55) polega na takim do-
borze współczynników wagowych iw , aby operacja (6.55) była zgodna z 
pożądanym przetwarzaniem wektora sygnałów wejściowych ix  w sy-
gnał wyjściowy y . 

Sieci jednokierunkowe 
Model neuronu z rys. 6.27 można użyć do budowy bardziej złożonych 

struktur sieci neuronowych. Na rys. 6.29 pokazany jest przykład sieci jed-
nokierunkowej z warstwą wejściową, wyjściową oraz jedną warstwą po-

średnią. Przetwarzanie 
odbywa się w dwóch 
ostatnich warstwach, więc 
jest to sieć dwuwar-
stwowa. Warstwa pośred-
nia jest nazywana war-
stwą ukrytą, gdyż two-
rzące ją neurony nie mają 
bezpośredniego powiąza-
nia z otoczeniem. Często 
na schematach sieci neu-
ronowych, dla uproszcze-
nia, pomija się sygnał po-
laryzacji. 

Przetwarzanie sygnałów w i -tej warstwie perceptronu wielowarstwo-
wego odbywa się zgodnie z następującą zależnością 
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Rys. 6.29. Struktura dwuwarstwowej sieci
 jednokierunkowej 

Rys. 6.28. Przebiegi funkcji 
aktywacji neuronów )(f  
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x  — wektor sygnałów wejściowych (6.56), (.))(if  — funkcja aktywacji 
neuronów i -tej warstwy, M  — liczba warstw przetwarzania w sieci, 0K
, MK  — liczba sygnałów, odpowiednio, na wejściu i na wyjściu sieci. 

Zakłada się przy tym, że wszystkie neurony i -tej warstwy są jednakowe. 
Rezultatem przetwarzania w ostatniej warstwie jest wektor sygnałów 
wyjściowych sieci: 

  TK
M

M
yyy ...21

)(  vy . (6.62) 

Na bazie perceptronu mogą być budowane złożone, wielowarstwowe 
sieci jednokierunkowe. Obecnie takie sieci są powszechnie stosowane w 
zagadnieniach predykcji, filtracji sygnałów, selekcji informacji, podejmo-
wania decyzji. Ich popularność jest związana ze stosunkowo prostą bu-
dową oraz dobrze rozpoznanym algorytmem uczenia [26], [35]. 

Sieci rekurencyjne 
Modyfikacja perceptronu wielowarstwowego polegająca na stworze-

niu sprzężenia zwrotnego pomiędzy wyjściem i wejściem sieci prowadzi 
do sieci rekurencyjnej. Sieci tego typu mogą mieć różną strukturę w zależ-
ności od sposobu i głębokości połączenia neuronów warstwy wyjściowej 
(lub ukrytej) z warstwą wejściową. Przykładowa struktura takiej sieci jest 
pokazana na rys. 6.30. Jest to sieć typu RTRN (ang. Real-Time Recurrent 
Network), która jest szczególnie przydatna do przetwarzania sygnałów w 
czasie rzeczywistym [33], [73]. W warstwie przetwarzania znajdują się 
neurony wyjściowe oraz neurony ukryte. Sprzężenie zwrotne jest two-
rzone przez połączenie neuronów warstwy przetwarzania (wyjściowych 
lub ukrytych) z warstwą wejściową poprzez linie opóźniające. Warstwa 
wejściowa jest zbudowana z tych właśnie sygnałów oraz zewnętrznych 
sygnałów wejściowych. 
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Istnieje wiele odmian 
sieci rekurencyjnych zbu-
dowanych na bazie per-
ceptronu. Dzięki sprzęże-
niu zwrotnemu, układy 
takie mają swoją we-
wnętrzną dynamikę, 
gdyż, ze względu na sto-
sowane opóźnienia i wza-
jemne połączenia, stan 
ustalony osiągany jest po 
wielokrotnym obiegu wy-
muszenia wewnątrz sieci. 
Zmiana stanu któregokol-
wiek neuronu oddziałuje 
na całą sieć. Z tego 
względu sieci rekuren-
cyjne nadają się do ana-
lizy i symulacji procesów 

dynamicznych. Niestety, ujemną stroną wprowadzonego sprzężenia 
zwrotnego jest możliwość występowania obszarów niestabilnej pracy 
tych sieci. 

Sieci Hopfielda 
Ważną klasą sieci rekurencyjnych są sieci Hopfielda. Z punktu widzenia 

realizowanych przez nie funkcji można je rozpatrywać jako pamięci aso-
cjacyjne, których podstawowym zadaniem jest ocena stopnia podobień-
stwa zapamiętanych wzorców z formami (obrazami, wzorcami) prezen-
towanymi na wejściu. System taki, dzięki sprzężeniu zwrotnemu, ma 
właściwości dynamicznego poszukiwania zbioru punktów, które zawie-
rają podstawowe informacje o prezentowanym wzorcu i porównania go 
z zawartością pamięci o wzorcu modelowym (wcześniej wyuczonym). 

Schemat przykładowej sieci Hopfielda jest pokazany na rys. 6.31. 
Sprzężenie zwrotne obejmuje wszystkie wyjścia sieci, przy czym, nie ma 
sprzężeń własnych ( 0iiw ). Jest to jeden z warunków stabilności sieci. 
Drugi z nich wymaga, aby macierz wagowa była symetryczna ( jiij ww  ) 

[33]. Przetwarzanie w sieci Hopfielda odbywa się zgodnie z zależnością: 

  xWyy  )1()( kfk  (6.63) 
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Rys. 6.30. Struktura rekurencyjnej  
sieci neuronowej 
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gdzie:  ijwW  — kwadratowa symetryczna macierz współczynników 

wagowych z zerowymi elementami diagonalnymi,  02010 Mxxx x  
— wektor wejściowych współczynników polaryzujących, M - liczba neu-
ronów, (.)f  — funkcja aktywacji neuronów (najczęściej jest to funkcja 
dwustanowa). 

Nauczona sieć, to znaczy sieć z wagami ustalonymi na podstawie 
wzorców uczących, może być użyta do weryfikacji podobieństwa testów 
reprezentowanych wektorami x  z zapamiętanym wzorcem. Jest to faza 

odtworzeniowa, która odbywa się 
w dwóch etapach. Najpierw na 
wejścia polaryzujące neuronów po-
dawany jest wektor testowy, a na-
stępnie, zgodnie z (6.63) następuje 
iteracyjne ustalanie się odpowiedzi 
sieci z warunkiem początkowym 

xy )0( . W przypadku funkcji ak-
tywacji typu signum (układ jest 
wówczas nazywany siecią dys-
kretną), uzyskany stan ustalony za-
wiera zakodowaną informację o 
stopniu przynależności wektora te-
stowego do wzorca. Stan ustalony 
jest osiągnięty to pewnej liczbie ite-
racji, jeśli spełniony jest warunek: 

 )()1( kyky ii  , Mi ,..,2,1  (6.64) 

W celu analitycznej oceny procesu zbieżności i bieżącego stanu sieci 
wprowadza się pojęcie funkcji energetycznej (funkcji kryterialnej, funkcji 
Lapunowa), która w przypadku sieci dyskretnej jest najczęściej definio-
wana w postaci następującego związku [58], [96]: 
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W przypadku sieci ciągłej (w której funkcje aktywacji neuronów są cią-
głe), wyrażenie (6.65) jest uzupełniane o składniki, które odzwierciedlają 
stopień ‘nasycenia’ stanu poszczególnych neuronów. Funkcja energe-
tyczna jest tak dobierana, aby w procesie iteracyjnego ustalania odpowie-
dzi, jej wartość nie wzrastała. Stwarza to bardzo dogodną sytuację do ana-
litycznego poszukiwania rozwiązania. W tym celu wystarczy określić 
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Rys. 6.31. Struktura sieci Hopfielda 
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minimum funkcji energetycznej. Jej określenie nie jest jednak proste dla 
dowolnej konfiguracji sieci [74]. 

Funkcja przetwarzania sieci (6.63) jest zależnością nieliniową repre-
zentującą złożoną powierzchnię, często z wieloma punktami minimal-
nymi, co powoduje, że uzyskane rozwiązanie nie zawsze związane jest z 
minimum globalnym. Ta niedogodność sprawia, że sieci Hopfielda są za-
zwyczaj stosowane z różnymi modyfikacjami [11], [33], [73]. 

Duże możliwości algorytmiczne są związane z sieciami Hopfielda re-
alizowanymi w wersji ciągłej (analogowej). Wówczas dynamika sieci jest 
reprezentowana przez zależności różniczkowe, co pozwala projektować 
bardzo efektywne struktury przetwarzania informacji i estymacji para-
metrów procesu w postaci analogowych układów scalonych [11], [33]. Al-
gorytm poszukiwania minimum funkcji energetycznej, a więc i ustalo-
nego rozwiązania, sprowadza się do rozwiązania następującego równa-
nia (przy założeniu liniowej funkcji aktywacji) [11], [58]: 

 )()()( yxWyy St
dt
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)()(
y
yy  — gradient funkcji energe-

tycznej )(yS  (6.65). 
Różne modyfikacje, zarówno definicji funkcji energetycznej, jak i spo-

sobów rozwiązywania równania dynamiki (6.66), tworzą algorytmy roz-
wiązywania wielu użytecznych problemów z zakresu optymalizacji, 
identyfikacji parametrów procesu i rachunku macierzowego [10], [11], 
[59], [72]. 

6.4.3 Strategie uczenia sieci neuronowych 

Strategie uczenia (programowania) sieci neuronowych można podzielić 
na dwie kategorie: uczenie z nauczycielem (ang. supervised learning) oraz 
uczenie bez nauczyciela (ang. unsupervised learning). 

W celu realizacji uczenia z nauczycielem (nadzorowanego) należy znać 
poprawny (postulowany) stan sygnałów na wyjściu sieci. Tego typu ucze-
nie odbywa się ‘na przykładach’, przy czym, każdy przykład zawiera 
zbiór sygnałów wejściowych sieci oraz odpowiadający mu zbiór sygna-
łów wyjściowych. Te właśnie sygnały wyjściowe stanowią bazę do odpo-
wiedniej korekcji współczynników wagowych sieci. 

Uczenie bez nauczyciela (nienadzorowane) jest stosowane wówczas, gdy 
nie można korzystać z powyższej zasady (brak wiarygodnych 
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przykładów uczących) lub syntezę rozpatrywanej sieci można prościej 
przeprowadzić w inny sposób. Należy zaznaczyć, że brak przykładów 
nie oznacza, że nie są dostępne sygnały wejściowe. Te ostatnie muszą być 
znane choćby z warunków i celu zastosowania sieci. Warunkiem skutecz-
nego doboru współczynników wagowych sieci jest w tym przypadku do-
stępność dostatecznie dużego zbioru danych wejściowych, na podstawie 
których algorytm uczenia może rozpoznać ich charakterystyczne cechy 
lub wyodrębnić stosowne wzorce [33], [58]. Odbywa się to poprzez kore-
lację sygnałów uczących lub przez wykorzystanie konkurencji neuronów 
między sobą [74]. 

Strategia uczenia jest związana z wybraną strukturą sieci neuronowej. 
W przypadku sieci jednokierunkowych wielowarstwowych i im pochod-
nych, stosowana jest zasada uczenia pod nadzorem. W dalszej części będą 
rozpatrywane metody uczenia z nauczycielem, które pokrywają więk-
szość zagadnień związanych z zastosowaniem sieci neuronowych w au-
tomatyce elektroenergetycznej. 

Struktura procesu 
uczenia z nauczycielem 
jest pokazana na rys. 6.32. 
Prezentowany przykład 
odnosi się do pojedyn-
czego neuronu ale ten 
sam schemat można za-
stosować również do zło-
żonej sieci. Wykorzysty-
wane w fazie uczenia 
przykłady są zbiorami 

par danych wejście-wyjście, które są uzyskane przez rejestrację danych z 
rzeczywistego procesu lub wygenerowane na drodze symulacyjnej. W 
tym ostatnim przypadku zakłada się, że znany jest model matematyczny 
procesu. Proces uczenia polega na iteracyjnej korekcji kolejnych wag neu-
ronu zgodnie z następującą zasadą [33]: 

 )()()1( nwnwnw jijiji   (6.67) 

gdzie: )(nw ji  i )1( nw ji  przedstawiają poprzednią i nową wartość wagi 

pomiędzy neuronami i  (z warstwy poprzedzającej) oraz j  (z rozpatry-
wanej warstwy), natomiast )(nw ji  reprezentuje wartość bieżącej korek-

cji. 
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Rys. 6.32. Schemat uczenia neuronu  
z nauczycielem 
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Algorytm uczenia polega na takim doborze kolejnych poprawek 
)(nw ji , aby uzyskać zbieżność procesu (6.67). Dla dalszych rozważań 

zakłada się, że sieć jest jednowarstwowa i z nią związany jest j -ty neu-
ron. Podstawą takiego algorytmu jest obserwacja różnic pomiędzy uzy-
skanym sygnałem na wyjściu j  - tego neuronu: )(ny j , a wartością żą-

daną przez nauczyciela: )(nd j  

 )()()( nyndne jjj  , (6.68) 

które tworzą wektor błędów )(ne . Należy zauważyć, że wektor )(ne  jest 
funkcją złożoną, zależną od wektora współczynników )(nw  na wejściu 
do rozpatrywanej warstwy. Sposób uporządkowania współczynników 

)(nw ji  w wektorze )(nw  nie jest tu istotny. 

Poprawka w (6.67) może być określona według następującej zależności 
[33], [58]: 
 )()()( nxnenw ijji   (6.69) 

gdzie: ix  jest wymuszeniem pochodzącym z i -tego wejścia, natomiast   
jest współczynnikiem określającym szybkość uczenia. 
Zależność (6.67) wraz z (6.69) jest nazywana regułą delty lub metodą Wi-
drowa-Hoffa [58], [73]. Z analitycznego punktu widzenia, celem uczenia 
jest osiągnięcie najmniejszej wartości funkcji błędu (6.68). W przypadku 
sieci złożonej z L  neuronów odpowiednie kryterium można zdefiniować 
jako poszukiwanie minimalnej wartości funkcji (kryterium najmniejszych 
kwadratów): 

 2

1
2 )(

2
1)( jj
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j

ydS  


w  (6.70) 

W przypadku P  par uczących  )(),( nn dx , Pn ,...,2,1 , gdzie )(nx , )(nd  
są wektorami wymuszeń i żądanych odpowiedzi sieci w n -tej prezenta-
cji, funkcja kryterialna (6.70) ma następującą postać: 

 
 


P

n
jj

L

j

nyndnS
1

2

1
2 ))()((

2
1))((w . (6.71) 

Zagadnienie (6.71) jest nieliniowe ze względu na nieliniowość funkcji ak-
tywacji neuronów. 

Znanych jest wiele metod minimalizacji funkcji (6.71). W przypadku 
dyskretnego algorytmu, wektor współczynników wagowych w  jest po-
prawiany iteracyjnie na wzór (6.67): 
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 )()()1( nnn www  , (6.72) 

gdzie poprawka )(nw  jest określana różnymi metodami gradiento-
wymi. Ogólnie: 
 ))(()( nn wpw  , (6.73) 

gdzie: ))(( nwp  jest wektorem kierunku minimalizacji w n -tym kroku al-
gorytmu. W najprostszym przypadku, elementy wektora )(nw  mogą 
być określone zgodnie z (6.69). 

W sieci wielowarstwowej korekcje wag należy prowadzić zaczynając 
od warstwy ostatniej, dla której znane są wartości żądanych wyjść. W tym 
celu można najpierw określić wektor odchyłek )()( nMe , gdzie M  jest nu-
merem warstwy wyjściowej (rys. 6.33). Elementy tego wektora są obli-
czane zgodnie z (6.68). Wektor poprawek )()( nMw , stosowany do korek-
cji wag na wejściu do ostatniej warstwy można obliczyć zgodnie z (6.69), 
gdzie wymuszenia )1(  M

ii vx  1,...,2,1  MKi  są sygnałami wyjściowymi 

neuronów warstwy poprzedniej (rys. 6.33). Z kolei, wektor błędów ostat-
niej warstwy )()( nMe  można przenieść na warstwę poprzednią z 
uwzględnieniem relacji wynikających z istnienia połączeń poprzez 
współczynniki wagowe. Jest to określone następującą relacją: 
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Rys. 6.33. Struktura algorytmu propagacji wstecznej 



404 6 Metody sztucznej inteligencji w automatyce elektroenergetycznej 

Na podstawie błędów (6.74) można określić wektor poprawek )()1( nM w  

i skorygowana wartość wektora )1()1(  nMw . Proces ten jest powtarzany 
dla kolejnych warstw aż do osiągnięcia pierwszej warstwy ukrytej. W blo-
kach oznaczonych na rys. 6.33 literami A wykonywane są operacje korek-
cji wag, natomiast wektory błędów dla niższych warstw są obliczane w 
blokach B. Ze względu na sposób obliczania i przekazywania błędów po-
między kolejnymi warstwami sieci, metoda ta nazywa się algorytmem pro-
pagacji wstecznej (ang. back propagation). W skrócie przedstawia ją następu-
jący opis. 
 
Algorytm 6.1. Uczenie sieci metodą propagacji wstecznej.  
 Przyjąć początkowe wartości wag sieci. Wielkości te określa się w sposób 

losowy, przyjmując niewielkie wartości. Określić początkową wartość 
kroku algorytmu 1n . 

 Wybrać parę wektorów  )(),( nn dx  związanych z kolejnym zbiorem uczą-
cym i podać wymuszenie )(nx  na wejście sieci. 

 Określić wektor błędów )()( nMe  zgodnie z (6.68), wektor poprawek 
)()( nMw  (6.69) i skorygowany wektor wag )1()( nMw . 

 Powtórzyć poprzedni krok dla kolejnych warstw: 1,...,2,1  MM , przy 
czym, wektory błędów należy obliczać zgodnie z (6.74). 

 Zwiększyć wartość: 1:  nn  i przejść do wyboru kolejnego zbioru uczą-
cego. □ 

Przedstawiony algorytm jest najprostszą, dyskretną wersją metody pro-
pagacji wstecznej. Jego zbieżność jest kontrolowana poprzez wybór od-
powiedniej wartości współczynnika uczenia   (6.69). Pod względem nu-
merycznym jest w nim odwzorowana metoda prostej iteracji, stosowana 
do rozwiązań zagadnień nieliniowych, która zazwyczaj jest bardzo wolno 
zbieżna. Przyczyną tego jest pominięcie w algorytmie nieliniowych funk-
cji aktywacji neuronów. 

Funkcje te można uwzględnić przez przyjęcie ciągłego modelu sieci. 
Analogowym odpowiednikiem dyskretnej zależności (6.72) jest równanie 
różniczkowe o postaci [11]: 

 )(wpw 
dt
d

, (6.75) 

gdzie:  , podobnie jak   w (6.73) jest współczynnikiem uczenia. 
W charakterze kierunku minimalizacji można wybrać ujemny gradient 
funkcji kryterialnej: 
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 )()( 2 wwp S . (6.76) 

Najprostszym sposobem uwzględnienia zależności pochodzących od 
modelu ciągłego sieci w przedstawionym powyżej algorytmie jest obli-
czanie błędu przekazywanego do poprzedniej warstwy z uwzględnie-
niem funkcji aktywacji [11]: 
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gdzie: )1( M
i  jest sygnałem będącym ważoną sumą pobudzeń i -tego neu-

ronu w warstwie 1M . 
Istnieje wiele odmian algorytmu propagacji wstecznej, w których za-

kłada się różne strategie obliczania nowych wartości macierzy wagowych 
(szeregowe, jak w przedstawionym algorytmie, lub równoległe, po za-
kończeniu całego etapu) oraz określania gradientu (6.76) [11], [33], [58], 
[73]. Ich modyfikacje są również stosowane do uczenia sieci rekursyw-
nych [33], [70]. 

Strategia uczenia odnosi się również do sposobu prezentacji wzorców 
uczących. W celu wyeliminowania przypadkowych tendencji w zbiorze 
tych wzorców, stosuje się zazwyczaj ich wybór losowy. Stopień ‘naucze-
nia’ sieci może być oceniony przez wielkość poprawek w kolejnych kro-
kach uczenia. Liczba niezbędnych kroków (a więc i wielkość zbioru uczą-
cego) zależy od wielkości sieci i jej struktury, a także od rodzaju zadania. 
Niekiedy rozmiar zbiorów uczących osiąga wartość wielu tysięcy przy-
kładów. Poprawność samego procesu uczenia, jak i wyboru określonej 
konfiguracji sieci, mogą być ocenione na podstawie badania błędów dzia-
łania sieci przy wymuszeniach testowych. Zbiór testowy jest częścią 
(kilka procent) zbioru przygotowanego do syntezy sieci, który jednak nie 
był stosowany w procesie uczenia. 

6.4.4 Przykłady zastosowań 

W automatyce elektroenergetycznej SSN mają zastosowanie do pomia-
rów wielkości kryterialnych, wygładzania danych pomiarowych, podej-
mowania decyzji w członach logicznych przekaźników zabezpieczenio-
wych, a także jako regulatory lub układy selekcji informacji o zaistniałych 
awariach. Poniżej przedstawiono kilka przykładów wybranych zastoso-
wań sieci neuronowych. 
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Pomiar składowych ortogonalnych sygnału 

Identyfikacja parametrów sygnału elektrycznego jest problemem nu-
merycznym. Do tego celu można stosować przedstawione w Rozdziale 3 
metody wywodzące się z kryterium najmniejszych kwadratów w wersji 
liniowej lub nieliniowej, w zależności od przyjętego modelu sygnało-
wego. Rozwój teorii adaptacyjnego przetwarzania sygnałów [97] oraz 
sztucznych sieci neuronowych dał możliwość formułowania i realizacji 
algorytmów opartych także na innych kryteriach aproksymacji. Jednym 
z nich jest tzw. odporne kryterium najmniejszych kwadratów (ang. robust 
least squares criterion), w którym funkcja kryterialna (3.87) jest definio-
wana następująco [10],[11]: 

   
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
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12 )(coshln1)(

M

m
meS xx 


, (6.78) 

gdzie: 0  jest stałym współczynnikiem, x  przedstawia wektor poszu-
kiwanych parametrów (3.84), natomiast )(xme  jest różnicą pomiędzy rze-
czywistą realizacją procesu (sygnałem wejściowym) my  a jego modelem 
sygnałowym (estymatą) mm hy ˆ  (3.147). 

Podobnie jak w przypadku MNK, należy określić procedurę minima-
lizacji funkcji kryterialnej (6.78). Można tu skorzystać z faktu, że w stanie 
ustalonym, w punkcie minimalnym nieliniowej funkcji (6.78) zachodzi 
następująca równość [10], [11], [72]: 
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12 xx S
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, (6.79) 

gdzie: 0  jest stałą czasową całkowania oraz 
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L  — liczba poszukiwanych parametrów. 

Dla rozpatrzenia ogólnego przypadku zakłada się, że model sygnału 
jest przedstawiony w postaci sumy kolejnych K  harmonicznych (3.5), w 
którym pulsacja 1'   jest również nieznana (podobnie, jak w p. 
3.4.4). Sygnał wejściowy jest próbkowany równomiernie N  razy w zna-
mionowym okresie podstawowej harmonicznej, a kąt pomiędzy prób-
kami wynosi Na  2' . Odchyłka )(xme  w (6.78) określona dla k -tej 

próbki sygnału odpowiadającej czasowi kt  jest następująca: 
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)sin()cos()( x . (6.81) 

Można zauważyć, że w modelu występuje 12 K  nieznanych parame-
trów. 

Po uwzględnieniu (6.81) w (6.78), składowe gradientu (6.80) mają na-
stępującą postać: 
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Ostatecznie, zgodnie z (6.79) można napisać następujące równania róż-
niczkowe, które określają zależność pomiędzy próbkami sygnału y  w 
oknie pomiarowym o szerokości M  próbek, z których ostatnia odnosi się 
do bieżącej, k -tej próbki ( )1(  Mky , ..., )1( ky , )(ky ), a parametrami 
sygnału: 
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gdzie: ktka   ,   — współczynnik odpowiadający parametrowi   w 
(6.79). 

Należy odróżnić czas t  w (6.83) od czasu kt  w (6.82), który wyznacza 
chwile próbkowania sygnału wejściowego, określone przez indeks k . 
Upływ czasu t  wyznacza dynamikę równoważenia procesu (6.83), który 
jest wymuszany przez kolejne próbki sygnału wejściowego podawanego 
z okresem próbkowania T . Jest to podstawowa cecha, która odróżnia po-
wyższy algorytm od nieliniowej metody najmniejszych kwadratów, 
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przedstawionej w p. 3.4.4. Stosowanie metody określonej przez równania 
(6.33) jest możliwe wówczas, gdy usttT  , gdzie ustt  jest maksymalnym 
okresem ustalania się procesu (6.83). 

Równania (6.83) podają równocześnie przepis na budowę odpowied-
niej sieci obliczeniowej. Czytelnicy znający zasady programowania ana-
logowych maszyn obliczeniowych lub programu symulacyjnego 
SIMULINK [89] nie będą mieli problemu z określeniem odpowiedniego 
schematu obliczeniowego. Kluczowymi elementami takiego schematu są 
integratory, na wyjściu których występują poszukiwane zmienne z po-
szczególnych równań (6.83). Schemat sieci dla przypadku modelu sygna-
łowego ograniczonego do jednej harmonicznej ( 1K ) jest pokazany na 
rys. 6.34. W każdym z M  bloków schematu (rys. 6.34b) następuje 
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Rys. 6.34. Schemat sieci do pomiaru składowych ortogonalnych sygnału: 
ogólna struktura (a) oraz schemat m -tego bloku (b). 



6.4 Sztuczne sieci neuronowe 409 

przetwarzanie sygnałów zgodnie z zależnościami występującymi pod 
znakami sumowania w (6.83): 

 )cos((  maep mcm tgh ,  (6.84a) 

 )sin((  maep msm tgh , (6.84b) 

  )cos()sin((   maXmaXemp scmm  tgh , (6.84c) 

przy czym, na podstawie (6.81) 

 )sin()cos()(  maXmaXmye slclm  . (6.84d) 

Przedstawiony układ ma strukturę zbliżoną do sieci Hopfielda, przy 
czym, współczynniki wagowe nie są określane w drodze uczenia sieci 
lecz powstają w wyniku syntezy odpowiedniej metody numerycznej. 
Właściwości algorytmu oraz jego cechy dynamiczne można kształtować 
przez odpowiedni dobór parametrów   oraz  . Szczegóły implementa-
cji metody ilustruje poniższy przykład. 

Przykład 6.7. Zastosować powyższy algorytm do pomiaru amplitudy i czę-
stotliwości napięcia uzyskanego z modelu fragmentu sys-
temu elektroenergetycznego przedstawionego w Przykładzie 
1.1 (rys. 1.3). 

Przyjęto, że częstotliwość systemu jest obniżona i wynosi 48 Hz. W czasie 
02,0zt s następuje zwarcie L1-G w stacji A (rys. 1.3). Do pomiaru wybrano na-

pięcie w fazie L2, którego przebieg jest pokazany na rys. 6.35 (sygnał wejściowy 
został wygładzony w filtrze odcinającym, 400cf Hz). Obserwowany sygnał 
jest próbkowany z częstotliwością 1000 Hz ( 20N  próbek w okresie). 

Do symulacji algorytmu po-
miarowego został wybrany 
program SIMULINK [89]. 
Ogólny schemat sieci jest po-
kazany na rys. 6.36. Na wej-
ściu sygnał ciągły (w rzeczy-
wistości, zapisany w postaci 
cyfrowej z dużą częstotliwo-
ścią próbkowania) jest prób-
kowany z okresem 1T ms. 
Na wejściu układu sygnał 
jest skalowany tak, aby jego 
wartości mieściły się w za-
kresie (-1, 1). Linia przery-
wana odnosi się do sygnału 
sterującego próbkowaniem. 
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Rys. 6.35. Przebieg analizowanego napięcia 
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W celu uproszczenia obsługi programu, wprowadzono hierarchiczną strukturę 
schematu tak, że 20N  podstawowych bloków operacyjnych (rys. 6.34) zostało 
zgrupowanych w widoczne na rys. 6.36 cztery grupy, po pięć w każdej z nich. 
Przyjęto następujące wartości stałych parametrów algorytmu: 5  oraz  = 
1104. Wyniki pomiaru amplitudy i częstotliwości sygnału są pokazane na rys. 
6.37. Widoczne są przedziały szybko ustalających się wyników, wyznaczone 
przez okresy próbkowania. Algorytm został uruchomiony na początku prze-
działu odpowiadającego zarejestrowanemu przebiegowi: w ciągu pierwszych 20 
ms trwa jego stan przejściowy chwili (do zapełnienia się okna pomiarowego). W 
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Rys. 6.36. Schemat modelu SIMULINK do symulacji algorytmu 
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dalszej części przebiegów widoczna jest odpowiedź algorytmu na zakłócenie 
występujące w przebiegu wejściowym. Można zauważyć niewielkie błędy esty-
macji częstotliwości (linia przerywana na rys. 6.37b pokazuje rzeczywistą war-
tość częstotliwości). Jest to związane z tym, że model sygnału został ograniczony 
tylko do pierwszej harmonicznej, natomiast przebieg sygnału wejściowego jest 
bardziej złożony. 
Pokazane przebiegi mają charakter ciągły, co wynika z przyjętego algorytmu. W 
rzeczywistości jednak pomiar jest cyfrowy i do dalszego przetwarzania wartości 

pokazanych przebiegów będą po-
bierane w każdym przedziale 
próbkowania, po ich ustaleniu 
się. Sposób ustalania się trzech es-
tymowanych parametrów sy-
gnału jest pokazany na rys. 6.38. 
Przebieg odpowiada wymusze-
niu w końcu pierwszego okresu 
zarejestrowanego napięcia (am-
plituda sygnału jest zreduko-
wana). Widać, że w każdej próbce 
poprawny wynik uzyskuje się już 
po okresie 50s. □ 

Właściwości powyższej me-
tody mogą być modyfikowane 

przez zmianę parametru   w funkcji kryterialnej (6.78). Dla dużych war-
tości  , funkcja )( metgh  w bloku wzmocnienia błędu me  (rys. 6.34) jest 
bardzo stroma, dążąc przy wzroście tego parametru do funkcji signum. 
Kryterium (6.78) przekształca się wówczas w kryterium wartości absolut-
nej błędu z funkcją kryterialną o postaci 
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co odpowiada normie 1L  wektora )(xe  [11], [73]. 

Cechą takiego algorytmu jest możliwość filtracji dużych chwilowych za-
kłóceń sygnału wejściowego. Przy małych wartościach parametru  , 
funkcja )( metgh  jest niemal liniowa, co prowadzi do kryterium średnio-
kwadratowego (z normą 2L ) [10]. 

Zaletą prezentowanej metody jest możliwość jej implementacji z zasto-
sowaniem elektronicznych układów analogowych o wysokiej skali inte-
gracji. Wówczas, jej stosunkowo duża złożoność obliczeniowa nie jest 
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istotną przeszkodą w zastosowaniach praktycznych. Numeryczne me-
tody rozwiązywania zagadnienia (6.83) są bowiem znacznie trudniejsze. 

Zaprezentowana metoda syntezy algorytmu estymacji parametrów 
sygnału może być stosowana także do innych zagadnień estymacji i op-
tymalizacji z wykorzystaniem również innych kryteriów minimalizacji 
błędu [11]. 

Kompensacja błędów pojemnościowego przekładnika napięciowego 

Problemy związane ze stosowaniem PPN zostały przedstawione w p. 
1.6.2. Ze względu na dużą pojemność dzielnika napięcia w tym przekład-
niku (rys. 1.33), jego odpowiedź na gwałtowną zmianę mierzonego na-
pięcia (na przykład, przy bliskim zwarciu) jest zakłócona, co uniemożli-
wia dokładny i szybki pomiar wielkości kryterialnych stosowanych w au-
tomatyce elektroenergetycznej [38], [99]. Efektywny numeryczny algo-
rytm korekcyjny dla przypadku liniowego przekładnika został zapropo-
nowany w pracy [37]. W celu syntezy korektora korzysta się tam z zało-
żenia, że transmitancja zastępcza szeregowo połączonych: przekładnika 
napięciowego i korektora powinna być równa jedności. Transmitancja za-
proponowanego korektora ma następującą postać: 
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przy czym, współczynniki a , b  zależą od parametrów schematu zastęp-
czego przekładnika. 

Transmitancja (6.86), wskutek ograniczeń jej realizowalności, nie jest 
dokładnie równa odwrotnej transmitancji zastępczej przekładnika, przy 
czym, synteza prowadzona jest według klasycznej teorii układów dyna-
micznych. Odpowiednią procedurę numerycznej korekcji można łatwo 
uzyskać po przekształceniu (6.86) do postaci transmitancji Z [37]. Należy 
zauważyć, że do syntezy filtru korekcyjnego niezbędna jest pełna znajo-
mość tego modelu analizowanego obiektu, tj. jego struktury i parame-
trów. 

W przeciwieństwie do takiego podejścia, sieć neuronowa może zostać 
zaprojektowana jedynie w oparciu o ogólną wiedzę na temat procesu i 
posiadany zbiór przykładów uczących. W celu syntezy korektora neuro-
nowego należy wybrać strukturę sieci neuronowej, określić jej rozmiary 
oraz przygotować zbiór uczący. Szczegóły objaśnia poniższy przykład. 
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Przykład 6.8. Opracować neuronowy korektor stanu przejściowego pojem-
nościowego przekładnika napięciowego i zbadać jego właści-
wości. 

Określenie odpowiedniej struktury sieci neuronowej do realizacji określonego 
zadania nie jest, na ogół, zadaniem prostym [33], [74]. W podejściu heurystycz-
nym struktura sieci zostaje określona w drodze analizy postawionego problemu 
(złożoność zagadnienia, wpływ nieliniowości) i kolejnych przybliżeń. 
W rozpatrywanym przypadku rozważane były dwa rodzaje sieci rekurencyj-
nych: jedno- i dwuwarstwowe. Po przeprowadzeniu szczegółowej analizy i ba-
daniach eksperymentalnych, do realizacji korektora wybrano dwuwarstwową 
sieć rekurencyjną o strukturze jak na rys. 6.39 z sigmoidalnymi funkcjami akty-
wacji neuronów. W odróżnieniu od sieci jednowarstwowej, ta ostatnia pozwala 
także uwzględniać nieliniowości występujące w przekładniku. Założenie o linio-
wości układu zastępczego przekładnika nie zawsze jest dopuszczalne, o czym 
decydują warunki pracy transformatora pośredniczącego Tr  z rdzeniem magne-
tycznym (rys. 1.33). 
Wielkości wN  i cN na rys. 6.39 określają szerokość okna pomiarowego, odpo-
wiednio na wejściu sieci oraz w sprzężeniu zwrotnym. Wartości tych stałych są 
parametrami konstrukcyjnymi układu i powinny być tak dobrane, aby zapewnić 
najlepszą zbieżność procesu uczenia sieci. Odwołując się do podobieństwa po-
między strukturą sieci neuronowej i filtru cyfrowego można zauważyć, że para-
metry wN  i cN są odpowiednio powiązane z rzędem transmitancji korektora 
(6.86). 
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Rys. 6.39. Struktura neuronowego korektora napięcia 
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Zbiór sygnałów treningowych oraz odpowiadających im sygnałów wzorcowych 
(z pożądanymi odpowiedziami na wyjściu projektowanego korektora) został 
utworzony w wyniku symulacji stanów przejściowych we fragmencie systemu 
elektroenergetycznego 400 kV (rys 1.3) wraz z modelem trójfazowego układu 
PPN. Symulacje prowadzono z wykorzystaniem programu ATP-EMTP [27]. W 
torach pomiarowych umieszczono również analogowe filtry dolnoprzepustowe 
o częstotliwości odcięcia 400 Hz. Sygnały wejściowe były próbkowane z często-
tliwością 1 kHz, co odpowiada 20 próbkom w okresie podstawowej harmonicz-
nej. 
Dla osiągnięcia dużej różnorodności generowanych przebiegów napięciowych, 
zmieniane były następujące parametry symulacji: impedancje zastępcze syste-
mów po obu stronach linii (moduły oraz kąty), odległość do miejsca zwarcia, re-
zystancja zwarcia, rodzaj zwarcia (jednofazowej, dwufazowe - z udziałem ziemi 
i bez, trójfazowe oraz kąt napięcia w momencie powstania zwarcia. Ogółem, 
zbiór danych testowych liczył  672 przebiegi [65].  Proces uczenia sieci neurono-
wej prowadzono z wykorzystaniem pakietu obliczeniowego MATLAB [1].  
Do realizacji algorytmu korekcyjnego wybrano sieć (5-1) (pięć neuronów w war-
stwie ukrytej i jeden neuron wyjściowy) o strukturze wejść: 4wN , 4cN . Przy 
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Rys. 6.40. Przebiegi napięć spro-
wadzone na stronę wtórną PPN: 

obraz ogólny (a) oraz  
powiększony fragment (b);  

1 - napięcie wtórne bez korekcji, 
2 - sprowadzone napięcie  

pierwotne, 3 - wynik korekcji 
numerycznej,  4 - wynik  

korekcji neuronowej 



6.4 Sztuczne sieci neuronowe 415 

zmniejszaniu długości rejestrów wejściowych zauważa się narastanie błędów ko-
rekcji [62].   
Efekt korekcji mierzonego napięcia podczas zwarcia bezpośrednio na szynach 
stacji, w której odbywa się pomiar, przez rezystancję  01,0FR  jest pokazany 
na rys. 6.40. Widać, że na wyjściu korektora neuronowego uzyskuje się przebieg 
najbardziej zbliżony do napięcia pierwotnego na wejściu przekładnika (wszyst-
kie przebiegi są przeskalowane do tej samej wartości). Ponadto, sieć neuronowa 

nie wymaga dodatkowych infor-
macji o warunkach początkowych 
w chwili zwarcia. Takie dane są na-
tomiast potrzebne do rozwiązania 
równań różniczkowych w meto-
dzie numerycznej. 
Na rys. 6.41 są pokazane wyniki es-
tymacji amplitudy napięcia na pod-
stawie pełnookresowego algo-
rytmu Fouriera z wykorzystaniem 
przebiegów jak na rys. 6.40. Rów-
nież tutaj można zauważyć efekty 
stosowania korektora neurono-
wego. □ 
 

Korekcja prądu wtórnego przekładnika prądowego 

W rozpatrywanym przekładniku napięciowym dynamiczne błędy trans-
formacji są wywołane głównie przez gwałtowną zmianę amplitudy na-
pięcia wejściowego, przy czym, nieliniowe parametry obwodu mają tu 
niewielki udział. Zupełnie przeciwny obraz występuje w przekładniku 
prądowym (PP) z rdzeniem magnetycznym. Tutaj podstawowym źró-
dłem błędów dynamicznych transformacji jest nieliniowa charaktery-
styka magnesowania rdzenia (rys. 1.30). 

Uchyb transformacji zależy od wielu czynników, jak: amplituda oraz 
kształt przebiegu prądu pierwotnego (zwłaszcza występowanie składo-
wej aperiodycznej o długim czasie zanikania), parametry przekładnika 
(charakterystyka magnesowania, impedancja wewnętrzna) oraz impe-
dancja obciążenia, przy czym, istotna jest zarówno wartość modułu, jak i 
charakter tej impedancji. 

Jeśli dostępny jest tylko przebieg prądu wyjściowego PP, to korekcja 
błędów dynamicznych nie jest w tym przypadku prosta. W klasycznym 
podejściu wykorzystuje się model przekładnika w celu odwzorowania 
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Rys. 6.41. Rezultaty pomiaru amplitudy 
napięcia (oznaczenia, jak na rys. 6.40) 
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strumienia magnetycznego. Można również bezpośrednio mierzyć stru-
mień, jednak wymaga to zmian konstrukcyjnych przekładnika [99]. 

U podstaw neuronowego korektora prądu wtórnego przekładnika 
leży założenie, że sieć neuronowa może realizować zadania filtracji i pre-
dykcji sygnału, odwzorowując jednocześnie model przekładnika wraz z 
połączonym z nim obwodem. Współczynniki wagowe takiej sieci są usta-
lane w procesie uczenia na podstawie zbioru danych, uzyskanych na dro-
dze symulacyjnej. Ilustruje to poniższy przykład. 

Przykład 6.9. Zaprojektować sieć neuronową do korekcji błędów dyna-
micznych przekładnika prądowego. 

W charakterze przykładu wybrano przekładnik 3000/1 A/A zainstalowany w 
linii przesyłowej 400 kV jak na rys. 1.3. Pomiar cyfrowy odbywał się zgodnie z 
warunkami określonymi w poprzednim przykładzie. Przebieg prądu w zwartej 
fazie jest pokazany na rys. 6.43a: krzywa 1 - prąd na wyjściu PP, krzywa 2 - prąd 
pierwotny (sprowadzony na stronę wtórną przekładnika). Widać, że w wyniku 
dużej amplitudy prądu zwarciowego i występowania składowej aperiodycznej, 
rdzeń przekładnika ulega nasyceniu, co powoduje wzrost prądu magnesującego 
i  (rys. 1.29). W rezultacie, obserwowany prąd wyjściowy ulega znacznemu od-

kształceniu. Uchyb maleje w kolejnych okresach w miarę zanikania składowej 
aperiodycznej. 
W rezultacie wielu eksperymentów, do korekcji prądu wtórnego przekładnika 
wybrano sieć neuronową jak na rys. 6.42. Jej struktura jest zbliżona do rozpatry-
wanej powyżej sieci korektora PPN, z tym, że dodana została jeszcze jedna war-
stwa ukryta neuronów. Na wejście sieci podawane są kolejne próbki prądu wtór-
nego przekładnika )(kiw  po uprzednim przeskalowaniu w stosunku określonym 
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Rys. 6.42. Struktura neuronowego korektora prądu 
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przez współczynnik )(ks . Parametr ten jest określany zgodnie z następującą za-
leżnością: 

|))1(|,|,)1(||,)((|)(  swww Nkikikiks  max , 
gdzie przyjęto: 102/  NN s , co odpowiada połowie okresu obserwowanego 
przebiegu prądu. 
W zbiorze danych wejściowych jest także bieżąca próbka prądu bez skalowania. 
Skalowanie względem największej bezwzględnej wartości prądu w półokresie 
ma na celu ułatwienie oceny dynamiki śledzonego przebiegu, niezależnie od am-
plitudy prądu. Należy zauważyć, że w odróżnieniu od napięcia, amplituda 
prądu w linii może się zmieniać w dużych granicach, w zależności od stanu ob-
ciążenia i rodzaju zwarcia. 
Na drodze eksperymentalnej określono rozmiar sieci: (8-8-1). Wielkości wN , cN  
oraz dN  są parametrami projektowymi korektora. Ich wartości można określić 
w drodze następującej analizy [63]: 
- szerokość okna pomiarowego wN  powinna uwzględniać minimalny okres li-

niowej pracy przekładnika (około 
1/6 okresu); 
-szerokość okna sprzężenia zwrot-
nego cN  powinna uwzględniać 
możliwy czas trwania nasycenia, 
tak, aby w tym czasie odtwarzać 
przebieg na podstawie jego historii, 
(około 2/3 okresu); ze względu na 
występujące sprzężenie zwrotne, 
okno wyznaczone przez parametr 

cN  może być o połowę krótsze, 

-wielkość opóźnienia dN  powinna 
odpowiadać stałej czasowej nasyco-
nego przekładnika, która może się 
zmieniać w granicach (0,2 - 3,0) ms 
(większa wartość odnosi się do in-
dukcyjnościowego obciążenia prze-
kładnika). 
Na postawie tej analizy przyjęto na-
stępujące parametry korektora (

20N  próbek w okresie): 4wN , 
8cN , 2dN . Wynik korekcji jest 

pokazany na rys. 6.43a (krzywa 3). 
Na rys. 6.43b wyniki estymacji am-
plitudy prądu, które ilustrują wpływ 
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Rys. 6.43. Kompensacja prądu w PP: prze-
biegi prądów (a) oraz odpowiadające im 
estymaty amplitudy (2); 1 - prąd na wyj-
ściu PP, 2 - prąd pierwotny, 3 - prąd 

skompensowany 
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korekcji na pomiar wielkości kryterialnych. □ 

Przedstawione powyżej neuronowe korektory napięcia i prądu mają 
strukturę rekurencyjnych sieci neuronowych. Należy zauważyć, że w sie-
ciach ze sprzężeniem zwrotnym mogą wystąpić problemy z ich stabilno-
ścią [33], [63]. Problem ten nasila się wraz ze wzrostem rozmiaru sieci. 
Niekiedy zatem należy zrezygnować z dokładności korekcji na korzyść 
pewności stabilnej pracy korektora. 

6.5 Podsumowanie 

Zainteresowanie metodami sztucznej inteligencji w automatyce elektroe-
nergetycznej wynika z ograniczeń jakie są związane z wykorzystaniem w 
tej dziedzinie tradycyjnych technik przetwarzania sygnałów i podejmo-
wania decyzji. Zaawansowane metody cyfrowego przetwarzania sygna-
łów i estymacji parametrów modelu procesu, w tym również transforma-
cja falkowa, na ogół pozwalają dobrze określić cechy oddzielnych zja-
wisk. Ich agregacja za pomocą omówionych powyżej metod umożliwia 
jednoczesne uwzględnienie wielu czynników mających wpływ na stan 
obserwowanego procesu. 

Podane w tym rozdziale przykłady zastosowania metod sztucznej in-
teligencji daleko nie wyczerpują znanych z literatury propozycji rozwią-
zywania problemów związanych z automatyką elektroenergetyczną. W 
ostatnich latach obserwuje się duże zainteresowanie ośrodków akademic-
kich i czołowych producentów urządzeń automatyki tą właśnie dzie-
dziną. W odniesieniu do automatyki elektroenergetycznej można wyróż-
nić następujące główne kierunki potencjalnych zastosowań. 
- podstawowe funkcje regulacyjne (wzbudzenie generatorów, stabiliza-

tory systemowe, kontrola stabilności dynamicznej) [21], [25], [61]; 
- automatyka SPZ, w tym również wykrywanie zwarć łukowych [2], 

[30], [104]; 
- zabezpieczenia linii elektroenergetycznych przesyłowych [4], [9], [12], 

[15], [32], [54], [88] i rozdzielczych [80], a także problematyka wykry-
wania zwarć z dużą impedancją przejścia [54], [56]; 

- analiza działania zabezpieczeń [5], [54], [100]; 
- lokalizacja miejsca zwarcia w liniach przesyłowych [3], [8], [71] i roz-

dzielczych [39]; 
- detekcja i klasyfikacja rodzaju zwarcia [14], [29], [53], [64], [80], [86], 

[87], [91], [94]; 
- kompensacja błędów przejściowych w przekładnikach [48]; 
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- zabezpieczenie transformatorów. 
Podane w tym rozdziale przykłady ilustrują podstawowe cechy oma-

wianych algorytmów w zastosowaniu do zabezpieczeń przekaźniko-
wych. 
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